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LA  COURBE  ORTHOPTiQUE  DE  DEIX  CO^IOIES;' 

Par  m.  PICARDA.T, 

Professeur  de  .\[alhénialiques  spéciales  au   Lvcée  de  Nancy. 


I.  —  Étude  généralk. 

1.  Degré.  —  Soient  deux  coniques  S  el  S'  sans 
particularité  de  (orme  ni  de  position;  soit  C  la  courbe 
orthoptique;  pour  avoir  son  degré,  cherclions  le 
nombre  de  points  d'intersection  avec  une  droite  quel- 
conque A  du  plan;  menons  une  tangente  T  à  S  qui 
coupe  A  en  t  et  par  t  la  perpendiculaire  T,  à  T;  le 
point  A  appartiendra  à  l'ortboptique  c  si  T,  est  tan- 
gente à  S'.  Or  si  T  varie  en  restant  tangente  à  S, 
T,  varie  et  enveloppe  une  courbe  (E)  et  les  tangentes 
communes  à  E  et  S'  couperont  A  aux  points  cherchés; 
leur  nombre  sera  donc  le  double  de  la  classe  de  E. 
Pour  avoir  la  classe  de  E  cherchons  le  nombre  de 
droites  T,  passant  par  un  point  quelconque  du  plan  a] 
les  droites  T,  passant  par  a  seront  obtenues  en  joi- 
gnant ce  point  aux  points  d'intersection  de  A  avec  la 
podaire  de  S  prise  par  rapport  à  a;  le.  nombre  de  ces 
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points   est   4    6t   par  suite     Vorthoptique    C   e5<    de 
degré  8. 

Remarque.  —  La  courbe  C  est  tangente  à  S  en  huit 
points,  car  la  développée  de  S  et  S'  ont  huit  tangentes 
communes.  De  même  pour  S'. 

2.  Points  cycliques  I  et  J.  —  Si  l'on  mène  de  I  une 
tangente  à  S  et  une  tangente  à  S',  ces  deux  droites  iso- 
tropes sont  rectangulaires,  donc  I  fait  partie  du  lieu  C  ; 
de  plus  les  deux  tangentes  à  S  issues  de  I  peuvent  se 
combiner  aux  deux  tangentes  à  S'  issues  de  I  de  quatre 
façons;  donc  les  points  cycliques  l  et  3  sont  points 
quadruples  de  C. 

Foyers  singuliers.  —  Soit  M  un  point  de  la  courbe  C 
intersection  de  la  droite  T,  tangente  à  S  en  0,  et  de  la 
perpendiculaire  T'  tajigente  à  S'  en  9';  la  normale  à  la 
courbe  G  au  point  M  passe  au  milieu  de  99'  (théorie  du 
centre  instantané,  par  exemple).  Soient  F,  '^  les  foyers 
réels  de  S;  F',  cd'  ceux  de  S'.  Les  deux  tangentes  FI 
et  F'I  fournissent  le  point  I  de  C  et  la  tangente  à  C 
correspondante  coïncide  avec  la  normale  et  est  équi- 
distante  de  FI  et  F'I;  elle  passe  donc  par  le  milieu/, 
de  FF';  donc  : 

La  courbe  C  possède  quatre  foyers  singuliers 
réels  fi,  fil  fit  fh  qui  sont  les  milieux  des  segments 
obtenus  en  joignant  les  foyers  de  S  à  ceux  de  S'. 

Ces  quatre  points  sont  donc  les  sommets  d'un  paral- 
lélogramme ajant  pour  côtés  c  et  c';  ces  côtés  étant 
parallèles  aux  axes  focaux  des  deux  coniques  (c  et  c' 
désignant  les  demi-distances  focales). 

Remarquons  de  suite  que  deux  foyers  singuliers 
peuvent  se  confondre  : 
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1°  Deux  sommels  adjacents  /,,  f^^  du  parallélo- 
gramme sont  confondus;  les  deux  autres /j,/^  sont 
alors  confondus;  l'une  des  coniques  esl  un  cercle;  en 
prenant  pour  A  une  droite  isotrope,  on  trouve  pour  E 
une  conique  et  l'on  voit  que,  en  l  et  en  J,  la  courbe  C 
possède  un  double  rebroussement  (points  bicuspidaux 
à  lanoentes  distinctes). 

2°  Deux  sommets  opposés  /,,  /s,  par  exemple,  se 
confondent;  alors  les  axes  focaux  des  deux  coniques 
sont  parallèles  et  les  distances  focales  égales.  Ici  la 
courbe  possède  en  I  et  en  J  un  contact  avec  elle-même 
(tacnode  et  deux  autres  branches  en  chaque  point). 

3°  Les  deux  cas  précédents  peuvent  être  réunis; 
on  a  deux  cercles  pour  S  et  S';  ce  cas  sera  examiné 
plus  loin. 

3.  Points  doubles.  —  Un  point  M  du  plan  sera  point 
double  de  C  si  les  deux  tangentes  à  S  issues  de  M  sont 
perpendiculaires  aux  deux  tangentes  à  S'  issues  du 
même  point,  car  on  a  en  M  en  général  deux  tangentes 
distinctes  pour  la  courbe  C 

L'angle  des  tangentes  à  S  issues  de  M  a  alors  même 
bissectrice  que  l'angle  des  tangentes  à  S'  issues  de  M; 
les  tangentes  issues  de  M  aux  coniques  du  faisceau 
tangentiel  [S,  S']  forment  donc  une  involution  de 
rayons  doubles  rectangulaires;  les  droites  isotropes 
issues  de  M  forment  alors  un  couple  de  l'involution 
et  M  est  le  foyer  d'une  conique  du  faisceau  [S,  S']; 
réciproquement  tout  point  de  C  foyer  d'une  conique 
du  faisceau  [S,  S']  est  point  double  de  C.  Or  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  d'un  faisceau  tangentiel  est  une 
cubique  ciiculuiie  F;  elle  coupe  G  en  24  points  dont  8 
aux  points  I  et  J  ;  il  en  reste  16  à  distance  lime;  or 
chacun  est  compté  deux  fois,  donc  ou  a  8  points. 
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La  courbe   (C)  possède  en   général  huit  points 
doubles  à  distance  finie  situés  sur  une  cubique  cir- 
culaire [contenant  son  foyer  singulier)  passant  par 
les  foyers  et  les  ombilics  de  S  et  S'. 

Ces  résullals  montrent  donc  que  la  courbe  C  est  eu 
général  de  genre  égal  à  i . 

Nous  allons  examiner  maintenant  les  cas  où  le  genre 
et  le  degré  de  C  peuvent  diminuer  selon  la  nature  et 
la  position  de  S  et  S'. 

4.  Apparition  d'un  neuvième  et  d'un  dixième  point 
DOUBLE.  —  La  courbe  C  peut-elle  posséder  plus  de 
huit  points  doubles  et  devenir  unicursale?  La  réponse 
nous  sera  fournie  de  la  manière  suivante  :  tout  point 
double  M  de  C  relatif  aux  deux  tangentes  issues  de  M 
à  S  et  S'  est  fourni  par  la  courbe  F;  un  nouveau  point 
double  doit  résulter  d'une  seule  tangente  à  S  perpen- 
diculaire à  une  seule  tangente  à  S';  ceci  ne  peut  se 
produire  que  si  ces  deux  tangentes  sont  des  asymptotes; 
supposons  donc  uneasjuiptole  A  de  S  perpendiculaire 
à  une  asjmptote  A' de  S';  ces  deux  droites  se  coupent 
en  a  et  l'on  voit  facilement  que  la  courbe  C  possède 
quatre  points  infiniment  voisins  de  a  relatifs  à  deux 
branches  de  courbes  issues  de  a;  donc  : 

Si  une  asymptote  de  S  est  perpendiculaire  à  une 
asymptote  de  S',  V intersection  de  ces  deux  droites 
est  un  point  double  de  C  qui  devient  unicursale. 

Au  point  de  vue  de  coniques  réelles  ce  cas  ne  peut 
se  présenter  que  pour  deux  hyperboles. 

On  conclut  de  suite  que  :  si  les  asymptotes  de  S 
sont  perpendiculaires  aux  asymptotes  de  S',  la 
courbe  C  possède  deux  nouveaux  points  doubles  et 
se  décompose. 
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La  condition  de  |jerpendicularité  des  asymptotes 
s'exprime  encore  par  le  fait  que  les  deux  coniques  sont 
semblables,  les  axes  correspondants  étant  rectangu- 
laires, fie  cas  se  traite  immédiatement  :  les  deux 
coniques  S  et  S'  possèdent  alors  deux  centres  de  simi- 
litude T  et  a';  soit  T  une  tangente  à  S;  il  lui  correspond 
une  perpendiculaire  T'  tangente  à  S',  relativement  au 
centre  a  et  le  point  d'intersection  de  T  et  T'  décrit  la 
podaire  d "une  conique  semblable  à  S  et  S'  par  rapport 
à  a-,  donc  : 

Si  les  deux  coniques  S  et  S'  sont  semblables^  les 
axes  correspondants  étant  rectangulaires^  Vorthop- 
tique  G  se  décompose  en  deux  podaires  de  coniques 
semblables  à  S  e^  S'  et  de  points  doubles  t  et  t' 
centres  de  similitude. 

Remarquons  que  le  cas  de  deux  cercles  rentre  dans 
celui-ci. 

o.  Abaissement  du  degré  de  C.  —  Ce  fait  peut  être 
dû  aux  deux  causes  suivantes  : 

!'■  Une  droite  perpendiculaire  à  elle-même  est  tan- 
gente à  S  et  S';  alors  elle  fait  partie  de  C;  au  point  de 
vue  réel,  c'est  le  cas  de  deux  coniques  ayant  un  foyer 
commun  ; 

2°  Une  tangente  à  S'  est  perpendiculaire  à  toutes  les 
tangentes  de  S;  c'est-à-dire  S'  est  une  parabole  et  la 
tangente  singulière,  c'esL-à-dire  la  droite  de  l'infini, 
compte  double  pour  C. 

6.  Etude  de  la  cubique  circulaire  T.  —  Je  signa- 
lerai simplement  les  résultats  classiques  relatifs  à  F 
pour  la  disposition  des  points  doubles  de  C. 
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i"  Le  quadrilatère  des  tangentes  communes  à  S  et  S' 
est  circonscrit  à  un  cercle  :  la  cubique  Y  a  un  point 
double  au  centre  du  cercle. 

2°  Le  quadrilatère  des  tangentes  communes  est  cir- 
conscrit à  deux  cercles;  dans  ce  cas  S  et  S'  ont  un  axe 
commun,  F  a  deux  points  doubles,  c'est-à-dire  :  la 
cubique  T  se  décompose  en  cet  axe  et  un  cercle  Vad- 
metlant  comme  diamètre. 

3"  Le  quadrilatère  des  tangentes  communes  renferme 
une  droite  isolrope  et  par  suite,  à  cause  de  la  réalité, 
S  et  5'  ont  un  fojer  commun  ;  la  cubique  Y  se  réduit 
à  une  droite  à  distance  finie  (+  deux  droites  iso- 
tropes). 

4°  Le  quadrilatère  des  tangentes  communes  est  un 
parallélogramme  ;  S  et  S'  sont  concentiiques  :  la 
cubique  Y  se  réduit  à  une  hyperbole  équilatère 
(-f-  la  droite  de  l'infini). 

5°  Le  ()uadrilaière  des  tangentes  communes  est  un 
losange,  S  et  S'  sont  coaxiides  :  la  cubique  Y  se  réduit 
à  deux  droites  perpendiculaires  (4-  la  droite  de 
l'infini). 

6"  Le  quadrilatère  des  tangentes  communes  ren- 
ferme la  droite  de  l'infini  ;  S  et  S'  sont  deux  paraboles  : 
la  cubique  Y  se  réduit  à  un  cercle  (+  la  droite  de 
l'infini). 

7°  Le  quadrilatère  des  tangentes  communes  ren- 
ferme la  droite  de  l'infini  comptée  deux  foi;^;  S  et  S' 
sont  deux  paraboles  à  axes  parallèles  :  la  cubique  Y  se 
réduit  à  une  droite  (-h  la  droite  de  l'infini  double). 

Enfin  signalons  le  cas  dts  coniques  homofocales 
où  r  n'existe  plus. 
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II.  —  Étude  des  divers  cas  particuliers. 
Celte  élude  résulte  des  résultais   précédents  relatifs 


àC: 

1°  Si  une  asymptote  de  S  est  perpendiculaire  à  une 
asymptote  de  S',  C  est  unicursale. 

2°  Si  les  asymptotes  de  S  sont  perpendiculaires  à 
celles  de  S',  C  se  décompose  eu  deux  podaiies. 

3°  Si  les  deux  coniques  ont  un  foyer  commun,  C  ren- 
ferme les  deux  droites  isotropes  issues  de  ce  fover  et 
le  degré  de  la  courbe  restante  est  celui  de  C —  2. 

4°  Si  une  conique  est  une  parabole,  C  renferme  la 
droite  de  l'in(ini  comptée  double  el  le  degré  de  la 
courbe  restante  est  celui  de  C  —  2. 

5"  Les  huit  points  doubles  de  C  sont  sur  Y  qui  peut 
se  décomposer  et  si  Fcp  t-t  F'o'  sont  égaux  et  parallèles 
deux  points  doubles  sont  à  l'infini  en  1  et  J  (tacnodes). 

La  combinaison  de  ces  résultats  et  des  résultats  rela- 
tifs à  r  donne  les  conclusions  suivantes  : 

Première  partie.  —  S  et  S'  sont  deux  coniques  à 
centre  : 

a.  Courbe  C  de  degré  8  de  genre  i  :  i°  S  e/  S' 
sont  placées  de  façon  quelconque.  —  C  est  du 
8^  degré,  de  genre  i;  quarlicirculaire;  ayant  huit 
points  doubles  à  distance  finie  sur  la  cubique  F. 

2"  F'cp,  F'o'  sont  deux  segments  égaux  et  paral- 
lèles. —  C  n"a  plus  que  six  points  doubles  à  distance 
finie,  les  deux  autres  sonl  à  l'infini  en  I  el  J. 

3"  L'une  des  coniques  est  un  cercle.  —  Les  points 
cycliques  sont  bicuspidaux. 

4"  Les  deux  coniques  S  et  S'  ont  un  axe  commun  . 
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—  Gel  axe  est  axe  de  svinélrle  pour  C  qui  possède 
quatre  points  doubles  sur  cet  axe  et  quatre  autres 
points  doubles  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à 
cet  axe  situés  sur  un  cercle  qui  contient  les  foyers  et 
les  ombilics  de  S  et  S'  situés  bors  de  l'axe  commun. 
Ces  quatre  points  doubles  peuvent  se  construire  géo- 
métriquement; d'ailleurs  deux  seront  rejelés  à  l'infini 
si  S  et  S'  ont  même  dislance  focale. 

5"  Les  deux  coniques  S  et  S'  sont  concentriques. 

—  Le  centre  commun  est  centre  de  symétrie  pour  C 
qui  possède  huit  |)oinls  doubles  à  distance  finie  situés 
sur  une  hyperbole  équikuère,  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  au  centre;  si  de  plus  S  el  S'  sont  égales,  la 
courbe  C  a  Jeux  axes  de  symétrie  rectangulaires,  les 
points  doubles  se  déterminent  géométriquement. 

6"  Les  deux  coniques  S  et  S'  sont  coaxiales.  — 
Les  axes  sont  axes  de  symétrie  pour  C;  chaque  axe 
contient  quatre  points  doubles  que  Ton  peut  déter- 
miner. 

^.  Courbe  G  de  degré  8  unicursale.  —  Ce  cas 
ne  peut  se  présenter  que  pour  deux  hyperboles  telles 
qu'une  asymptote  de  l'une  soit  perpendiculaire  à  une 
asymptote  de  l'autre;  on  peut  signaler  le  cas  où  ces 
deux  hyperboles  sont  concentriques,  la  courbe  G  ayant 
alors  un  centre  de  symétrie. 

y.  Courbe  G  de  degré  8  décomposable  en  deux 
podaires.  —  Ce  cas  se  présente  lorsque  les  asymptotes 
de  S  sont  perpendiculaires  à  celles  de  S'  ou  encore 
que  S  el  S'  sont  semblables,  les  axes  de  même  nature 
étant  rectangulaires;  les  deux  centres  de  similitude  a 
et  t'  sont  sur  le  cercle  de  diamètre  {jhù'\  (o,  to'  étant  les 
centres  des  deux  coniques  S  et  S';  ce  cercle  passe  aussi 
par  les   deux  nouveaux  points  doubles,  intersections 
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des  asyinploles  reclanj^ulaircs.  Les  deux  coniques  ï,  ï' 
dont  on  prend  les  podaires  sont  semblables  à  S  et  S', 
deux  des  centres  de  similitude  étant  t  et  t'.  Selon  les 
positions  de  a-,  o-'  on  a  diverses  courbes, 
.le  signalerai  les  cas  suivants  : 

1°  Les  deux  coniques  S  et  S'  sont  concentriques;  on 
a  deux  podaires  de  coniques  prises  par  rapport  au 
centre,  en  particulier  Vorthoptique  de  deux  hyper- 
boles équilatères  ayant  les  mêmes  asympfotes  et  for- 
mée de  deux  lenniiscates. 

2"  S  et  S'  sont  deux  cercles;  Vorthoptique  est  for- 
mée de  deux  limaçons  de  Pascal  égaux^  symétriques 
par  rapport  à  la  ligne  des  centres;  on  voit  que  les 
points  cycliques  sont  de  rebroussemenl;  les  foyers 
singuliers  sont  confondus  au  milieu  de  toto';  enfin  les 
points  doubles  des  deux  limaçons  sont  sur  le  cercle  de 
diamètre  cjoj'  ei  le  cercle  ayant  pour  diamètre  le  seg- 
ment formé  par  les  deux  centres  d'homothélie. 

Remarquons  que,  si  les  deux  coniques  données  S  et  S' 
sont  orthogonales  en  un  de  leurs  points  communs,  ce 
point  est  de  rebroussemenl  pour  C,  donc  : 

L'orthoptique  de  deux  cercles  orthogonaux  est 
formée  de  deux  cardioïdes  ayant  leurs  rebrousse- 
ments  aux  points  d' intersection  des  deux  cercles. 

ô.  Courbe  C  de  degré  6  et  de  genre  i .  —  Suppo- 
sons que  S  et  S'  aient  un  foyer  commun  F,  F';  C  ren- 
ferme les  deux  droites  isotropes  FI,  FJ  et  il  reste  une 
courbe  du  sixième  degré  tricirculaire  admettant  pour 
foyers  singuliers  les  deux  centres  u>  et  w'  et  le  milieu 
de  C2'j'.  La  cubique  F  se  xéduit  à  la  droite  ©'^'  qui 
coupe  C  en  trois  points  doubles,  la  courbe  G  est  de 
genre  i  en  général.   La  courbe  G   touche  chacune  des 


{    'o   ) 

coniques  S  et  S'  en  six  points;  examinons  un  cas  par- 
ticulier : 

Les  deux  coniques  S  et  S'  ont  un  axe  commun.  — 
C'est  un  axe  de  symétrie  pour  (3;  les  trois  points  doubles 
de  C  sont  sur  cet  axe;  si  l'une  des  conifjues  est  un 
cercle,  il  y  a  rebroussement  aux  points  cydiqtifs. 

e.  Courbe  C  de  degré  6  unccursale.  —  C'est  le  cas 
de  deux  hyperboles  S  et  S'  ayant  un  foyer  commun, 
une  asyniplote  de  la  première  étant  perpendiculaire  à 
une  de  la  deuxième. 

CD.  Courbe  C  de  degré  6  décomposable.  —  Les 
deux  coniques  S  et  S'  ont  un  fover  commun,  leurs 
axes  focaux  perpendiculaires  et  sont  semblables;  la 
courbe  C  se  réduit  à  une  podaire  du  quatrième  degré 
et  à  un  cercle,  coupant  la  podaire  sur  la  droite  des 
foyers.  Enfin  S  et  S'  sont  homofocales;  C  se  réduit  au 
quatrième  degré  bicirculaire  avec  quatre  rcbrousse- 
ments  aux  points  communs  à  S  et  S',  on  a  un  cercle 
double  concentrique.  Si  S^S'  on  retrouve  le  cercle 
de  Monge. 

Deuxième  partie.  —  S  est  une  conique  à  centre, 
S'  est  une  parabole.  —  L'orthoptique  se  réduit  à  une 
courbe  du  sixième  degré,  la  droite  de  l'infini  comptant 
double;  le?  points  cycliques  sont  doubles  et  il  y  a 
encore  huit  points  doubles,  donc  en  tout  dix,  la  courbe 
est  donc  unicursale;  ces  huit  points  doubles  sont  obte- 
nus de  la  manière  suivante  :  sept  sont  sur  la  cubique 
circulaire  F,  le  huitième  est  le  point  à  l'infini  dans  la 
direction  de  la  directrice  de  la  parabole.  La  courbe 
possède  deux  foyers  singuliers  réels,  milieux  des  seg- 
ments joignant  le  foyer  de  la  parabole  aux  deux  foyers 
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de  la  conique  S.  La  courbe  C  louche  chacune  des  deux 
coni(]ues  en  six  points.  Signalons  les  cas  suivants  : 

i"  Les  deux  coniques  ont  un  axe  commun.  —  Ce 
sera  un  axe  de  symétrie  pour  C;  F  se  réduit  à  cet  axe 
et  un  cercle,  donc  la  courbe  C  a  trois  points  doubles 
sur  l'axe  et  quatre  sur  le  cercle  qui  passe  par  les  foyers 
et  les  ombilics  non  situés  sur  l'axe. 

2°  Les  deux  coniques  ont  un  foyer  commun.  — 
L'orthoptique  se  réduit  à  une  courbe  du  quatrième 
degré  circulaire  ayant  pour  foyer  singulier  le  centre  de 
la  conique  S  ;  F  se  réduit  à  une  droite  qui  coupe  C  en 
deux  points  doubles;  le  troisième  point  double  est  à 
l'infini;  les  points  doubles  et  les  asymptotes  pouvant 
se  construire  géométriquement. 

Troisième  partif.  —  S  ef  S'  sont  deux  paraboles. 
—  La  droite  de  l'infini  comptant  quadruple,  il  reste 
une  courbe  C  du  quatrième  degré  circulaire  ayant 
pour  foyer  singulier  le  milieu  du  segment  joignant  les 
fo\ers  des  <leux  paraboles;  F  se  réduit  à  un  cercle  cou- 
pant C  en  huit  points;  en  exceptant  les  points  cycliques 
on  trouve  trois  points  doubles;  donc  : 

L'orthoptique  de  deux  paraboles  est  une  quar- 
tique  circulaire  ayant  trois  points  doubles  situés  sur 
un  cercle  passant  par  les  foyers  des  deux  paraboles 
et  circonscrit  au  triangle  des  tangentes  communes. 

Examinons  b^s  «livers  cas  :  d'abord  les  axes  peuvent 
être  rectangulaires,  alors  la  courbe  C  se  réduit  à  une 
podaire  de  parabole  courbe  du  troisième  degré  par 
rapport  au  centre  de  similitude,  donc  : 

1°  Vorthoptique  de  deux  paraboles  ayant  leurs 
axes  rectangulaires  est   une  podaire  de  parabole; 
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2"  Ljorthoptiqiie  de  deux  paraboles  telles  que 
Vaxe  de  chacune  d'elles  soit  la  directrice  de  Vautre 
est  une  strophoïde  droite  ; 

3°  Uorthoptique  de  deux  paraboles  telles  que 
l'axe  de  chacune  d^ elles  soit  ta  tangente  au  sommet 
de  Vautre  est  une  cissoïde  droite. 

Si  les  deux  paraboles  ont  leur  foyer  commun,  C  se 
réduit  au  second  degré,  en  général,  et  l'on  a  : 

i"  Uorthoptique  de  deux  paraboles  ayant  leur 
foyer  commun  est  une  conique  ; 

1°  Uorthoptique  de  deux  paraboles  ayant  leur 
foyer  commun  et  leurs  axes  rectangulaires  est  une 
droite  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  joi- 
gnant le  foyer  commun  à  V intersection  des  deux 
directrices. 

Si  les  deux  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles,  C  est 
une  quartique  circulaire  ajant  un  point  double  à  l'in- 
fini sur  la  direction  perpendiculaire  à  celle  des  axes  et 
deux  points  doubles  à  distance  finie  sur  la  droite  joi- 
gnant les  deux  foyers. 

Si  de  plus  les  deux  paraboles  ont  même  foyer,  la 
courbe  C  se  réduit  à  une  conique  ayant  trois  points 
doubles  (un  à  l'infini  et  deux  aux  intersections  des 
deux  paraboles),  c'est  une  droite  double,  donc  : 

Uorthoptique  de  deux  paraboles  homofocales  est 
la  corde  commune.  Si  les  deux  paraboles  sont  iden- 
tiques^ on  retrouve  la  directrice. 

Le  cas  où  l'une  des  coniques  se  réduit  à  deux  droites 
ou,  au  point  de  vue  tangentiel,  à  un  ou  deux  points 
fournit  pour  C  des  podaires.  Si  S  et  S'  sont  réduites 
toutes  deux  à  des  points  on  a  pour  C  quatre  cercles. 
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La  question  peut  se  généraliser  en  faisant  jouer  à 
deux  points  quelconques  le  rôle  des  points  cycliques 
ou  en  les  remplaçant  par  une  conique  quelconque; 
on  a  alors  le  résultat  suivant  : 

Etant  données  trois  coniques  S,  S',  S"  le  lieu  C  des 
points  dHntersection  des  tangentes  à  S  et  S'  conju- 
guées par  rapport  à  S"  est  une  courbe  du  huitième 
degré  possédant  huit  points  doubles  sur  ^  et  douze 
points  doubles  sur  une  cubique  F. 

Les  huit  points  sur  S"  sont  les  points  de  contact  des 
tangentes  communes  à  S  et  S',  puis  à  S'  et  S". 

La  cubique  F  est  le  lieu  des  points  tels  que  les  tan- 
gentes issues  de  ces  points  à  S,  S',  S"  soient  en  involu- 
tion.  Cette  cubique  F  passe  par  les  dix-huit  ombilics 
des  trois  coniques  prises  deux  à  deux. 

La  courbe  C  touche  chacune  des  deux  coniques  S 
et  S'  en  huit  points.  Ces  propriétés  se  démontrent 
comme  pour  le  cas  de  l'orthoplique  de  deux  coniques. 

Remarquons  qu'en  échangeant  les  trois  coniques  S. 
S',  S",  on  définit  trois  courbes  du  huitième  degré  C, 
C,  C",  et  Ton  à  toujours  la  même  cubique  F;  donc  la 
cubique  F  renferme  les  dix-huit  ombilics  des  coniques 
et  les  trente-six  points  doubles  de  C,  C,  C"  situés  hors 
des  coniques  données. 

Il  resterait  à  étudier  comme  plus  haut  les  divers  cas 
possibles  pour  la  courbe  du  huitième  degré  obtenue  et 
à  en  déduire  quelques  théorèmes  intéressants. 
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[K'ISg] 

SUR  LES  SEIZE  SPHÈIIES  TA\GE\TES  A  l]\Ë  SPliÈilE 

ET  A  TROIS  nm  u\m  ; 

Par    m.    R.    GOORMAGHTIGH. 


M.  Baiisieo  a  proposé  dans  Mathesis  (iQiS,  p.  88) 
sous  le  n°  1913,  la  question  suivanle  : 

On  considère  un  cercle  O  et  deux  cordes  rectan- 
gulaires APB  et  CPD;  il  existe  huit  cercles  qui  sont 
tangents  à  la  fois  à  ces  cordes  et  au  cercle  O.  Mon- 
trer que  si  les  cordes  se  déplacent  autour  du  point  P  : 
1°  le  produit  du  rayon  d'un  cercle  qui  touche  le 
cercle  O  extérieurement,  par  le  rayon  du  cercle  qui 
touche  le  cercle  O  intérieurement  dans  V angle  des 
cordes  AB,  CD  opposé  à  celui  où  se  trouve  le  premier 
cercle  est  constant;  2"  la  somme  des  rayons  des 
quatre  cercles  extérieurs  au  cercle  O  diminuée  de 
la  somme  des  rayons  des  quatre  cercles  intérieurs 
est  constante. 

Dans  la  question  4603  de  V Intermédiaire  des 
Mathématiciens  (1916,  p.  2)  IVI.  Barisien  ^reprend  la 
seconde  propriété  et  propose  de  rechercher  ce  qu'elle 
devient  quand  les  cordes  données  font  un  angle  H. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  ici  la  question  ana- 
logue pour  l'espace  et  de  rechercher,  en  Ire  les  rayons 
des  seize  sphères  tangentes  à  une  sphère  donnée  el  à 
trois  plans  sécants  formant  un  trièdre  quelconque,  des 
relations   du    même  genre  que    celles  rappelées    plus 
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haut.  Nous  traiterons  d'abord  rapidement  le  cas  de  la 
figure  pl.ine  en  supposant  que  les  cordes  données  fas- 
sent un  angle  9,  et  nous  mettrons  les  résultats  sous  une 
forme  qui  présentera  avec  ceux  relatifs  à  l'espace  une 
analogie  complète. 

1.  Supposons  que  le  centre  O  du  cercle  donné  se 
trouve  dans  l'angle  BPD  des  cordes  AB,  CD;  soient  r 
le  ravon  du  cercle  O,  8  l'angle  APC,  tu  la  puissance  de  P 
par  rapport  au  cercle  O,  o,,  Sa  et  d  les  di>tances  de  O 
aux  cordes  AB,  CD  et  au  point  P.  Désignons  par  o, 
et  pa  les  rayons  des  cercles  extérieurs  tangents  aux 
arcs  BD  et  AC,  par  p',  et  p'^  les  rayons  des  cercles  inté- 
rieurs tangents  aux  arcs  AC  et  BD  ;  les  centres  corres- 
pondrinls  seront  désignés  par  tu,,  toj,  to', ,  w!,.  Si  l'on 
considère  les  projections  de  Oiu,  sur  chacune  des 
cordes  données  faites  parallèlement  à  l'autre  corde,  on 
trouve 

(1)  (pi-t-/')îsin2  6 

=  (pi—  0,)î-H  (p,  —  (?2)2H-2(Pi—  S,)(pi  —  Sî)cOSe. 

Si  Ton  oj)ère  de  même  pour  le  cercle  coj,  on  obtient 
(— p'i -f- /^'sinîe 

=  (— ?i  —  oi  )*+(—?  i—oj)'+2(—p;  — oi)(—p'i—oj)cose. 

Par  suite,  l'équation  (i),  du  second  degré  en  p,,  a  pour 
racines  p,  et  — z\.  On  forme  de  la  même  manière 
l'équation 

(2)  (pj+r)2sin2Ô 

=  (p,-4-  3,  )»  H-  (p,-|-  Oî)î -f-  2(pî -t- 3j  )  (p2 -t-  8î)  cosO, 

qui  a   pour  racines  03   et   —pi-    On   déduit  aisément 
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de(.) 


?i-p.=  — ër'"'''''  2  ^ 

sin2  - 

1 

p,  p',  =(>2 —  d^)  tang2  -  =  ra  langs  -. 


De  (2)  on  tire  de  même 


,0 
'2r  cos*- 


sin^  - 
2 

P2p2  =  ratang2-  =  pip',, 
el  l'on  a,  par  conséquent, 

{  i  )  p  I  -t-  0-2  —  Pi  —  p  2  —  4  ''  '••1  '1  S"  ""  ' 

/ ,  I  I  I  I  4  r 

p,  p,  pi  p2  TiT 

On  a  donc  ces  propriétés  : 

Pour  un  angle  H  donné,  la  somme  des  rayons  des 
cercles  extérieurs  situés  dans  deux  angles  opposés 
formés  par  les  cordes  AB,  CD  diminuée  de  celle  des 
rayons  des  cercles  intérieurs  situés  dans  les  mêmes 
angles  est  constante. 

Quand  les  cordes  AB,  CD  faisant  un  angle  cons- 
tant h  se  déplacent  autour  du  point  fixe  P,  le  pro- 
duit du  rayon  d'un  cercle  qui  touche  le  cercle  O 
extérieurement  par  le  rayon  du  cercle  qui  touche  le 
cercle  O  intérieurement  dans  V angle  des  cordes  KR., 
CD  opposé  à  celui  où  se  trouve  le  premier  cercle  est 
constant. 

Si  deux  cordes  AB,  CD  quelconques  sont  mobiles 
autour  du  point  P,  la  somme  des  inverses  des  rayons 
des  cercles  intérieurs  situés  dans  deux  angles  oppo- 
sés formés  par  ces  cordes   diminuée   de   celle   des 
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inverses  des  rayons  des  cercles  extérieurs  situés 
dans  les  mêmes  angles  est  constante  et  égale  au 
double  du  rapport  du  diamètre  du  cercle  O  à  la 
puissance  m  du  point  P  par  rapport  à  ce  cercle. 

Des  propriétés  analogues  existent  pour  les  cercles 
situés  dans  les  autres  angles  opposés  formés  par  les 
cordes  AB  et  CD.  Si  Ton  désigne  donc  par  Ip  et  ïo'  la 
somme  des  rayons  des  cercles  extérieurs  et  celle  des 
rayons  des  cercles  intérieurs  et  par  -  et  S  -  la  somme 
des  inverses  des  rayons  des  cercles  extérieurs  et  celle 
des  inverses  des  rayons  des  cercles  intérieurs,  on  a, 
d'après  les  relations  (3)  et  (4), 

/  0  0 

■  S  ;  —  Xp  =  4  /•  1  tang-  — r-  cot^  - 


2? 

En  particulier,  si  6  =  —  j 


iSr. 


Remarquons  enfin  que,  si  A  désigne  la  diagonale  issue 
de  P  dans  le  losange  construit  sur  les  cotés  de  l'angle  0 
et  dont  les  hauteurs  égalent  l'unité,  on  a 


â.  Soient  maintenant  une  sphère  S  de  centre  O  et 
trois  plans  sécants  -,,7:2,7:3  se  coupant  suivant  des 
droites  «a?,,  t/25  d^;  et  considérons  les  seize  sphères  to 
tangentes  à  la  fois  à  S  et  aux  plans  7:, ,  Ttg,  7:3,  Soient  5, , 
Ô2,  03  les  distances  de  O  aux  plans  7:, ,  7:2,  7:3  ;  9, ,  ^2,  83 
les    angles  du  irièdre  0  formé    par  les  plans  7:  et  qui 
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renferme  le  centre  O;  a,,  aa,  ct^  les  angles  des 
droites  d^,  d^,  d^  respeclivement  avec  les  plans  7t,, 
712,  '^z-  Désignons  encore  par  pi  el  p^  les  rayons  des 
sphères  (o  extérieure  el  intérieure  à  la  sphère  S  et 
situées  dans  le  trièdre  €),  par  p2  et  o\  les  rayons  des 
sphères  eu  extérieure  et  intérieure  à  S  et  situées  dans  le 
trièdre  opposé  à  0;  les  centres  correspondants  seront 
désignés  par  w,,  w^,  W2,  tOj. 

Menons  par  O  des  droites  d\,  d[^^  d'^  parallèles  à  d^^ 
û^a)  d^  et  par  w,  des  plans  parallèles  à  7t,,  7:2,  "3  cou- 
pant les  droites  d\^  d'^^  d'^  en  <^,  /j,  h-  On  a  alors 


01,=  ^-^.—^,         Ot^=^-^^-^,         Oh  = 


sinai  sinaj  sinaj 

et,  par  suite, 

■^  sin^ai  sin'aî  sin'as 

_l_    2(pi  —  5i)(p|—  03)cOSe| 

sin  a2  sin  aj 

_^  '^(Pi  — 02)(Pi  — oQcosQa 

sinas  sina, 
_^  a(pi  —  Si)  (pi—  SQcosea 

sinoci  sinoij 

Cette  relation  s'écrit  en  développant 


(')  p5[s^ 


sin^  0-2        sin*  as 
1  cos6i  2  COS62 


sinajsinas        sinasSinaj 
•2 


r  °' 
pi  . , 


•2  COS63  1 

iinai  sina2         J 

(02-1-  O3)cos6i 


sin^'aj       sin^as  sina^sinas 

(S3-(-Ô,)C0Sej  (ôi 


>i  H-  S2)  cosOj         1 
sin  ai  sina2  J 


sin  as  sinaj 

oj  8|  Ô5  2  02  83  cos6i 

sin^ai        sin2a2        sin^as  sina2sina3 

263O1COS6.2  201Ô2COS63 

sin  as  sinaj  sinaj  sina2 


(  19) 
En  opérant  de  la  même  manière  pour  la  sphère  io[  on 
obtient  ut)e  équation  du  second  degré  en  p',  identique 
3(7),  mais  dans  laquelle  le  terme  en  z\  est  précédé  du 
signe  +  ;  l'éq nation  (7)  a  donc  pour  racines  p,  et  —  p', . 
De  la  même  façon  on  trouve  l'équaiion 


^^^    ''^[sinîa,  ~^5in2 


I 


2Cos6i  îcosôj  200563 


sinaoSinas        sinajsinai        sinaisinao 

S2  83  (82-+-  S?  )  cos6. 


2p2 


sin=a2       sin'as  sina2Sina3 

(83-+- 0|  )  COS62        (01+02)00563 


sina3Sinai  smaisinaj 

8^  8|  2828300561 


] 

1 

] 


sin*ai         sin^a,        sin^a.-j         sinaisinas 

26361COS69        2  8.  0»  00563 

H ■  ■ -\ ■  ■ —  /-î  =  o, 

sina3Sinai  sinai  sina2 

qui  a  pour  racines  pa  et  —  p^.  Or,  on  sait  que  si  l'on 
porte  sur  les  droites  <y, ,  â?2?  ^3  à  partir  de  leur  inter- 
section P  des  longueurs  PP,  =  /, ,  PPo^^^  ^27  Pl^3=  h 
et  si  l'on  désigne  par  /  la  longueur  de  la  diagonale 
issue  de  P  dans  le  parallélépipède  construit  sur  PP,  PoPs, 
on  a 

l'^  —  l]  -f-  /î  -4-  /|  -f-  2  /2Z3  oosOi  4-2/3/,  00S62-1-  2/1  li  COSO3. 
Supposons  que  l'on  prenne 

/  -  —1—  /  -      '  '  ' 

'1   —    -: »  1-7  — 


sma,  sinaj  sinas 

cela  revient  à  construire  sur  le  trièdre  01e  parallélépi- 
pède ayant  ses  hauteurs  égales  à  l'unité  ;  si  l'on  désigne 
la  diagonale  issue  de  P  par  X,  on  a  donc 

X2=       ' 


sin^a,        sin2a2        sin^as 

2cos6,  200S62  200563 

5ina2siiia3         sinassinai         sinaisinx. 
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D'autre  part,  si  Ton  appelle  d  la  distance  OP,    on  a 


d"^ 


sin'ai        sin'^a,        sin^as 

2OÎO3COS6]  2O3O1COS62  SOiOjCOsSs 

sinaosinas  sinassiaai  sinaisinaj 

En  vertu  des  remarques  qui  précèdent,  on  peut  donc 
écrire,  d'après  les  équations  (7)  et  (8), 


2     1     0,  0       ,      03 

P  I  —  ?  I  ^^^ .      -r-  — : — 1 : — r 

'  '  A'' — I  Lsin*ai        sin^aj        sin^  as  sina2Sina3 

(ôa-h  ûi  )  COS62         (ûi-1- O2  )  COS63 


?i?i  = 


sinas  sin»!  sni  ai  sin  a 

r2— rfî 


(02  -I-  03)  cosOj 


X*-i 


^   O-tO, 


_  ^,  __  __i_r_iL__. h 

pi       ?2—        )2_,  [sinîai    '   siu^ 


03  (02-t- 03)00561 


sin*a3  sina2  sinaj 

(03-1-  61)  cos9        (o] 


sinas  sinai 


-i-  02)  cosOj         "1 

'■ -■ ^\ 

mai  sina2  J 


En  désignant  par  rn  la  puissance  de  P  par  rapport  à  la 
sphère  S,  on  déduit  de  là  ces  trois  relations  : 


4/- 


r'J 

•    ,-i 

■>i        ^2 

~    À-- 

—  1 

?iPi 

= 

?2?J  = 

ro 

A2  — 

1 

1 

I 

I 

J_    _ 

4^ 

?1 

P 

î 

?1 

p-i 

w 

respectivement  identiques  aux  relations  (5),  (6)  et  (4) 
relatives  à  la  figure  plane.   On  a  ainsi  ces  propriétés  : 

Pour  un  trièdre  S  de  grandeur  donnée^  la  somme 
des  rayons  des  sphères  extérieures  situées  dans  ce 
trièdre  et  le  trièdre  opposé  diminuée  de  la  somme 
des  rayons  des  sphères  intérieures  situées  dans  les 
mêmes  trièdres  est  constante  quel  que  soit  P. 

Quand  un  trièdre  0  de  grandeur  donnée  tourne 


(  21  ) 

autour  de  son  sommet  fixe  P,  le  produit  du  rayon 
de  la  sphère  extérieure  située  dans  le  trièdre  0  par 
celui  de  la  sphère  intérieure  située  dans  le  trièdre 
opposé  est  constant;  la  somme  des  inverses  des  rayons 
des  sphères  intérieures  diminuée  de  celle  des  in- 
verses des  rayons  des  sphères  extérieures  est  aussi 
constante  et  indépendante  de  la  grandeur  du 
trièdre  8. 

Par  un  raisonnement  analogue  on  trouvera  des  rela- 
tions du  même  genre  pour  les  rayons  des  sphères 
situées  dans  les  autres  trièdres  formés  par  les  plans  t:,, 
TCo,  7T3  ;  en  réunissant  les  résultats  obtenus  on  aura  ces 
théorèmes  : 

On  considère  une  sphère  S  et  trois  plans  sécants  t:,  , 
7^2»  '^3  formant  un  trièdre  de  grandeur  donnée;  il 
existe  seize  sphères  qui  sont  à  la  fois  tangentes  à 
ces  plans  et  à  la  sphère  S,  huit  extérieurement^  huit 
intérieurement.  La  somme  des  rayons  des  huit  pre- 
mières diminuée  de  la  somme  des  rayons  des  huit 
dernières  est  constante. 

En  particulier,  si  le  trièdre  formé  par  les  plans  TZi , 
-2,  7^3  est  trirectangle,  cette  constante  est  égale  à 
huit  fois  le  rayon  de  la  sphère  S. 

Par  un  point  V pris  à  l'intérieur  d'une  sphère  S 
on  mène  trois  plans  quelconques  tc,  ,712,7:3  et  Von 
considère  les  seize  sphères  tangentes  à  la  fois  à  ces 
plans  et  à  la  sphère  S.  La  somme  des  inverses  des 
rayons  des  sphères  intérieures  à  S  diminuée  de 
celle  des  inverses  des  rayons  des  sphères  extérieures 
à  S  est  constante  et  égale  à  huit  fois  le  rapport  du 
diamètre  de  'è  à  la  puissance  de  P  par  rapport  à  S. 
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[K'2e] 

:\OTE  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIAXGLE  ; 

Par  m.  a.  AURIG. 


Généralités.  —  La  géométrie  du  triangle  n'est  en 
somme  qu'un  chapitre  spécial  de  la  Géométrie  analy- 
tique, et  il  semble  tout  indiqué  de  prendre  le  triangle 
donné  comme  triangle  de  référence,  en  faisant  un 
usage  exclusif  des  coordonnées  trilinéaires  barycen- 
triques. 

Il  est  incontestable,  en  effet,  qu'un  choix  judicieux 
de  définitions,  de  notations  et  de  symboles  peut  faci- 
liter beaucoup,  non  seulement  l'exposition  didactique 
de  théorèmes  déjà  connus,  mais  aussi  la  recherche  de 
nouvelles  propriétés  concernant  les  figures  soi-disant 
remarquables  d'iin  triangle,  telles  que  points,  droites, 
coniques,  etc. 

Considérons  donc  le  triangle  de  référence  A|  Aa  A3 
et  appelons  mi,  mo,  m^les  coordonnées  barycentriques 
d'un  point  M,  défini  par  certaines  propriétés  intrin- 
sèques que  ce  point  possède  dans  le  triangle  A,  Aa  A3  ; 
en  d'autres  termes,  nous  admettons  que  ce  point  peut 
être  obtenu  en  effectuant  certaines  opérations  au  moyen 
des  côtés  a, ,  «j,  a^  ou  des  angles  A, ,  A2,  A3  du  triangle 
de  référence. 

Dans  ces  conditions,  comme  le  côté  ai  est  propor- 
tionnel à  sinA/,  la  coordonnée  m,  sera  proportionnelle 
a  une  fonction  bien  déterminée  des  angles  A,,  Aj,  A3 

/7îi  =  A/(A,,  Aï,  A3). 


(.3  ) 
Au  moyen  de  la  relation 

Ai-f-  A,-!-  A3=  T., 

on  pourra  éliminer  A3  et  il  viendra 

mi=  ^9(A,,  A,)- 

A  celle  coordonnée,  on  peut  faire  correspondre  la  coor- 
donnée conjuguée 

m'j  =  A:'<p(A,,  A3), 

qui  différera  en  général  de  /n,,  à  moins  que  l'on  ait 

cp(Ai,A,)  =  rcp(A,,  A3), 

k"  étant  une  constante  indépendante  de  A,,  Ao,  Aj  ou 
une  fonction  symétrique  par  rapport  à  ces  trois  angles. 
On  dira  dans  ce  cas  que  la  coordonnée  m,  coïncide 
avec  sa  conjuguée  n^'^  et  l'on  écrira 

mi  =  k<fs(,\i:  A,)  :^  A-'cp^(A,,  A3). 

Enfin,  il  peut  arriver  que  rrit  se  réduise  à  une  fonc- 
tion de  A,  seulement,  soit 

/72i  =  A-4/(Ai). 

Considérons  d'abord  le  cas  où  les  coordonnées 
mj,  nis  se  déduisent  de  m,  par  une  simple  permutation 
circulaire  des  angles;  nous  obtiendrons  les  classes 
suivantes  de  points  : 

(I)  «{'(A.)  -^^CAî)  ^(A3), 

(II)  ?.(A„A,)     9,(A,,A3)     (p,(A„Ai), 

(III)  '-?(Ai,A,)      (p(A,,  A3)      cp(A3,  A,). 

La  classe  (I)  contient  les  points  M  dont  les  coor- 
données s'expriment  explicitement  au  moyen  d'une 
même  fonction  des  angles  correspondants 

/n,=  J/(A,). 


(  '-^-i  ) 

Si  un  point  N  a  pour  coordonnées  ni  avec 

n,  =  /[J.(A,)]=/(/n,), 

on  pourra  écrire  symboliquement 

N=/(M). 

En  particulier,  si  'j>(A,)  est  une  fonction  rationnelle 
des  lignes  trigonométriques  ordinaires  de  l'angle 
A/,  sinA/,  ces  A/,  et  de  ses  multiples,  on  sait  qu'on 
pourra  l'exprimer  rationnellement  en  fonction  de 

tang-. 

Or,  le   point   de   Gergonne   L,  obtenu    en  joignant 

chaque    sommet   du   triangle  au  point  de  contact    du 

cercle  inscrit  avec  le  côté  opposé,  a  précisément  pour 

coordonnées 

Al       ,  A,       .  A3 

A  tans — 5      À  tan?  —  ,      Alang — • 
•i  "   •>  -i 

Des  lors,  on  pourra,  dans  beaucoup  de  cas,  exprimer 
rationnellement    un    point    —    en   fonction    explicite 

de  !-^ 

/. 

En  particulier,  l'orthocentre  H,  les  centres  des 
cercles  inscrit  I  et  circonscrit  O  peuvent  s'écrire  sym- 
boliquement 

—  =  (tang  A,- j  =  -- 


}.2  —  L 


I       ,  •    i  ,  2  La 

-  =  (sinA/)=:  ■■         ,,> 
tji  A*  -h  L- 

O       ^   .     .  ,    .^       2LX(X^-L^) 

-  =(sinA,cosA,)=  -jTT—YYTr-- 

Pour  les  points  de  la  classe  (H);  nous  avons 
mi=  A-'f^rAijAî)  =  /i'«p,.(Ai,  A3). 


(  -..5   ) 
Au  moyen  de  la  relation 

Ât  +  Aj-h  A3=  71, 

nous  pouvons  éliminer  Ao  et  A3   et  nous  obtiendrons 

comme  résultant 

/(/n,,  A,)  =  o. 

On  obtiendrait  évidemment  de  la  même  manière 
/(//ij,  A2)  =  y(m3,  A3)  =  o, 

nii  est  ici  une  fonction  implicite  de  A,  et  se  comporte 
comme  un  nombre  algébrique  ou  transcendant,  selon 
que  y^  est  une  fonction  algébrique  ou  transcendante 
en  mi. 

Nous  pourrons  donc,  dans  beaucoup  de  cas,  assimiler 
un  point  M  de  cette  classe  à  un  nombre  algébrique, 
racine  d'une  équation  irréductible,  et  associer  à  M  les 
autres  points,  réels  ou  imaginaires,  également  racines 
de  cette  équation. 

Pour  la  classe  (HI),  nous  associerons  à  la  coordonnée 

mi  =  {p(Ai,  A,), 

la  coordonnée  conjuguée 

m\  =  œ(Ai,  A3). 

Toute  fonction  symétrique  de  /?z,  et  m\  sera  évidem- 
ment de  la  forme  'f^( A, ,  Ao  ),  et  appartiendra  par  consé- 
quent à  la  classe  (H)  ;  en  particulier,  la  somme  m,  -f-  m^ 
et  le  produit  m<  m\  appartiendront  à  cette  dernière 
classe  :  dès  lors,  mi,  m\  pourront  être  considérés 
comme  les  racines  d'une  équation  du  second  degré 
dont  les  termes  seront  des  coordonnées  appartenant  à 
la  classe  (II)  ;  symboliquement,  il  en  sera  de  même  des 
points  correspondants. 

Dans  beaucoup  de   cas,   les  points   de   la  troisième 
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classe  seront  donc  des  points  algébriques  de  degré  2  A, 
h  étant  le  degré  des  points  de  la  deuxième  classe  aux- 
quels ils  peuvent  être  ramenés. 

Si  les  coordonnées  m-2,  m^  ne  se  déduisent  pas  de  m, 
par  une  simple  permutation  circulaire  des  angles,  on 
obtiendra  les  classes  suivantes  de  points  : 

(IV)  '^.(Aij  'h,(k,)  '1^3  (A3), 

(V)  cp,,(Ai,A2)     o,,(A,,  A3)     o,,(A3,  Al), 

(VI)  0,(Ai,A2)        tp2(A2,A3)         Cp3(A3,A,). 

Considérons  un  point  de  la  classe  (IV),  par  exemple 

(M)  '^^l(A,)       4>2(A2)       4'3(A3). 

Nous  associerons  à  ce  point  les  points  obtenus  par  une 
permutation  circulaire  des  fonctions  <];/,  qui  ici  sont 
différentes, 

(M')  h('^i)    '^i(^2)    -^iCAa), 

(M")  <1/3(A,)     <1;,(A2)     <i>2(A3). 

Toute  fonction  symétrique  des  coordonnées  de  ces 
trois  points  M,  M',  M"  donnera  pour  chaque  coordonnée 
une  même  fonction  de  l'angle  correspondant  :  en  d'au- 
tres termes,  on  obtiendra  les  coordonnées  d'un  point 
appartenant  à  la  classe  (I);  on  en  déduira,  comme  pré- 
cédemment, que  les  points  M,  M',  M"  se  comportent 
comme  des  nombres  algébriques,  racines  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré,  dont  les  coefficients  sont  des 
points  appartenant  à  la  première  classe. 

Les  classes  (V^)  et  (VI)  se  ramèneront  de  la  même 
manière  aux  classes  (II)  et  (III);  on  pourra,  par 
exemple,  associer  au  point 

?.-,(Ai,  A2;,     cp^,(A2,  A3),     (p,.,(A3,A,) 
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les  deux  points 

?i,(A.i,A,),     (p5,(A2,  Aa),     (f>^,(A3,  A,), 
ffsj^\,^i),     ?i,(A2,A3),     <pj,(A3,  A,) 

el  raisonner  comme  précédemment.  Les  points  des 
classes  (V)  el  (VI)  se  comporteront  donc  comme  des 
nombres  algébriques  de  degré  3/i  ou  6  A,  si  h  est  le 
degré  des  points  algébriques  de  la  deuxième  classe 
auxquels  ils  peuvent  être  ramenés. 

Finalement,  on  pourra  dire  que  tout  point  remar- 
quable du  triangle  est  susceptible  d'être  défini  par  une 
fonction  implicite  irréductible 

/(m,,  A,)  =  o 

et  l'étude  de  ces  points  remarquables  sera  ainsi  ramenée 
à  celle  des  nombres  algébriques  ou  transcendants.  On 
remarquera  l'importance  et  la  grande  généralité  de  ce 
résultat. 

Points  remarquables.  —  Parmi  les  points  remar- 
quables du  triangle,  il  faut  citer  en  premier  lieu  ceux 
dont  les  coordonnées  s'expriment  au  moyen  des  côtés 
mêmes  du  triangle  de  référence,  considérés  comme  des 
vecteurs  du  plan 

(I)  aie'9.,       «î  e'6;,       àj  e'^», 

(J)  ai  e-''9.,     aj  e-'9j,     aj  e-'^s. 

ai  et  0,  étant  les  modules  et  les  arguments  de  ces  côtés. 
Les  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  la  droite  de 
l'infini 

Xi->r-  Xi-{-  Xz=  O 

et  s'appellent  les  points  cycliques  du  plan  :  on  con- 
naît le  rôle  important  qu'ils  jouent,  soit  dans  la 
mesure  des  distances,  soit  dans  les  propriétés  des  cir- 
conférences. 


Ainsi    la  distance   de  deux  points   M  (m,,  m2, /W3), 
N  (n, ,  /ij,  ns)  est  donnée  par  l'expression 


(/ni-f-  mi-+-  mz)  («i-i-  /ii-f-  «3)  MN 


m  1  m  2  /n  ;, 

ni  /I2  n-i 

ai  e'^i     a2  e'^s     «3  «'^ 


de  même  la  distance  S  du  point  M  à  la  droite 
est  donnée  par  l'expression 


mi-h  m^-^  m^  piUi  e^^>  -+-  p^a^  e'^"-t-  jOsas  e'^ts 

Les  points  (1)  et  (J)  représentent  en  quelque  sorte, 
sur  la  droite  de  l'infini,  les  triangles  semblables  au 
triangle  de  référence  :  on  pourrait  considérer  d'autres 
triangles  dérivant  de  ce  dernier,  par  exemple  ceux  dont 
les  angles  sont 

-  —  2A1,        71  2A2,       -  —  2A3 

OU 

TI  Al  TT  A2  TT  A3 

, ' 

■>.  JL  -1  'J.  7.  'l 

OU,  plus  généralement, 

A-t: -+-(1— 3Â:)A,,     A'tt -h  (1  —  3  A")  A, ,     Ati  +  (1  —  3 A) A3. 

En  considérant  les  triangles  équilatéraux,  on  aurait 
comme  points  représentatifs 

Gi(i,y, y*)  et  02(1,72,7), 

j  ety2  étant  les  racines  cubiques  de  l'unité. 

Il  n'est  pas  possible  de  rappeler  ici  les  nombreux 
points  remarquables  à  titres  divers  étudiés  dans  le 
triangle  :  nous  nous  contenterons  d'en  définir  les  ra- 
cines carrées  et  cubiques. 


(  ^i)  ) 

SI  l'on  considère  le  point  M^(m],  m^,  niJj^),  on  dira 
qu'il  a  pour  racines  carrées  les  quatre  points 


m, 

niz 

nti 

ntz 

mi 

—  nii 

m, 

m=, 

On  peut  associer  à  chacune  de  ces  racines  la  polaire 
trilinéaire  correspondante 


Xx  X^  3^3 


On  voit  aisément  que  le  triangle  formé  par  trois  points 
racines,  celui  formé  par  les  trois  polaires  trilinéaires 
correspondantes  et  le  triangle  de  référence  sont  homo- 
logiques,  le  centre  et  l'axe  d'homologie  étant  précisé- 
ment la  quatrième  racine  et  sa  polaire  trilinéaire. 

Si  l'on  considère  le  point  M'  {^{i  ^^i  ^3)1  ^^  voit 
qu'il  a  neuf  racines  cubiques  que  l'on  peut  répartir  en 
trois  triangles  comme  il  suit  : 

m^p,    ma,       /«s 

Ces  trois  triangles  forment  avec  le  triangle  de  réfé- 
rence un  groupe  tel  que  deux  triangles  quelconques  du 
groupe  sont  hexahomologiques  entre  eux,  les  centres 
et  les  axes  d'homologie  étant  précisément  les  sommets 
et  les  côtés  des  deux  autres  triangles. 

Avant  de  passer  à  l'examen  des  courbes  dérivant  de 
points  remarquables,  nous  allons  dire  un  mot  des 
points  qu'on  peut  faire  dériver  de  deux  ou  de  trois 
points  donnés. 

Par  exemple,  des  deux  points  7/i, ,  /no,  m^;  n,,  n^,  «3, 


'>h. 

'"2, 

ms 

//i,/, 

//îo, 

m  3 

mi. 

,  »iij\ 

"i^j' 

//il, 

'"•iy'i 

///3 

//t,, 

rn.j^ 

'«3,/ 

//?,, 

in^. 

r>HJ 
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on  peut  déduire  les  deux  points  brocardiens 

Si  l'on  a  trois  points 


nti 

m^ 

ni3 

/Il 

rii 

ris 

Pi 

Pt 

/'s 

on  peut  en  déduire  de  nouveaux  points,  soil  en  chan- 
geant, dans  le  déterminant  représentatif,  les  lignes  en 
colonnes  et  réciproquement,  soit  en  remplaçant  chaque 
élément  par  le  mineur  correspondant. 

On   est   ainsi    conduit   à    des    triples   points   de    la 

forme 

nti     m-,     nij 

nto     ni3     ni[ 

nij     m\     m-i 

qui  restent  invariables  par  une  permutation  circulaire, 
et  au  déterminant  représentatif  suivant  : 

nii  ni  ~  niiH., —  ni^ris  lUirii  •ini^mi 

2 «3 /Il  2fn2ms  m^n^  —  //r, /ii  — //i2/i2 

dont  les  mineurs  sont  proportionnels  aux  éléments 
correspondants  si  l'on  a  la  relation 

//ii/Mi/n3=  nxit^tiz  ; 

celte  égalité  signifie  que  le  triple  point  forme  un  triangle 
homologique  avec  le  triangle  de  référence. 

Lorsque  les  deux  points  M  et  N  sont  confondus,  on 
a  le  triple  point 

in\  —  m\  —  m\  iLm^mi  im^nti 

iminii  m\  — m\  —  m\  T-miin^ 

2  m^  m  1  1  mz  m^  m l  —  t7i\  —  ml 
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qui  représente  le  discriminant  d'une  conique  dont 
l'équation  resie  la  même,  soit  en  coordonnées  ponc- 
tuelles, soit  en  coordonnées  tangentlelles. 

Courbes  remarquables.  —  Parmi  les  courbes  déri- 
vant d'un  point  remarquable  M,  nous  citerons  tout 
d'abord  celles  dont  l'équation  est 

m,/  \m,/  Vmj 

Pour  a  =  I,  on  obtient  la  polaire  trilinéaire  de  M, 
dont  les  propriétés  sont  bien  connues. 

Pour  a  =  a,  on  a  une  conique  dont  les  points  d'in- 
tersection avec  les  côtés  de  Aj  \aAs  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  sommets  Aj  et  que,  pour 
celte  raison,  on  appelle  conique  conjuguée. 

Le  centre  de  celle  conique  est  en  M2(m^,  rri\^  m\)  : 
elle  est  une  parabole  si 

m\  -i-  in\  -+-  in\  =  o; 
une  hyperbole  équilatère  si 


un  cercle  si 


m,=  tangA/. 


Pour  a  =  —  I,  on  obtient  une  conique  circonscrite 
au  triangle  de  référence  :  son  centre  a  pour  coor- 
données 

/ni(m2-(- ms— mi),     rn^imi-^  m^  — m^),     m3{mi-\- mt— ms); 
cette  conique  est  une  parabole  si 

\/nii-j-  y/mj  -+-  y/ml=  o; 


(  ^  ) 

une  hyperbole  équilalère  si 

nii  ntz  nii 


tangAj        tangAj        tangAs 

un  cercle  si 

nii=.  sin^ A,. 

Pour  a.=  -}  on  obtient  une  conique  inscrite  dans 

le  triangle  de  référence  et  dont  le  centre  a  pour  coor- 
données 

I  I  I  T  I  1 

m-i    '    W3        /??î        mi        rni        m-i 

Cette  conique  est  une  parabole  si 
I  t  I    _ 

une  hyperbole  équilatère  si 

m}        m'i        m\ 


— - — —  cos  Al  —  2 cos  Ao cos  A 3  =  o  ; 

miTTiz  in^m\  niimi 


un  cercle  si 


nii  =  tan  g  —  ■ 


Pour  7.=:  3,  on  a  une  cubique  non  singulière  dont 
la  hessienne  est  formée  par  les  côtés  de  AiAaAj 
qui  sont  des  tangentes  inflexionnelles  à  la  cubique  :  les 
points  de  contact  se  trouvent  sur  la  polaire  trilinéaire 
de  M. 

Pour  a=;3»  on  a  une  cubique  ayant  un  point  double 
en  M  et  les  tangentes  inflexionnelles  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Pour  a  =  4,  ^■  =  —  '>-,  a  = —  -'  on  obtient  des  quar- 


(  ^i  ) 

tiques  qui  ont  été  étudiées  par  de  noiTibreux  géo- 
mètres. 

On  pourrait  définir  de  nouvelles  courbes  comme 
lieux  géométriques  des  centres  ou  des  foyers  de  co- 
niques satisfaisant  à  certaines  conditions  :  il  nous 
suffira  de  rappeler  les  notions  très  fécondes  de  fais- 
ceaux et  de  réseaux  de  courbes  qui  constituent  des 
combinaisons  linéaires  de  deux  ou  de  trois  courbes 
données. 

Considérons,  par  exemple,  le  faisceau  obtenu  avec 
une  conique  conjuguée  el  une  conique  circonscrite 


Le  discriminant  de  cette  équation  aura  une  racine 
double;  en  d'autres  termes,  toutes  les  coniqu-es  du  fais- 
ceau seront  tangentes  si  l'on  a 


Lorsque  mi=  ni,  toutes  les  coniques  du  faisceau 
sont  bilangentes  el  Ton  détermine  facilement  la  valeur- 
de  A  pour  laquelle  la  conique  est  une  parabole. 
une  hyperbole  équilatère,  une  conique  inscrite  dans 
A I  Ao  A3  .... 

On  pourrait  étudier  également  le  faisceau  des 
coniques  bilangentes  à  une  conique  inscrite  dans 
AiAaAs  au  nombre  desquelles  se  trouve  la  lenioi- 
nienne.  généralisation  du  premier  cercle  de  Lemoine  : 
de  même  que  le  faisceau  formé  par  deux  coniques 
inscrites  dans  A,A2A3  au  nombre  desquelles  se 
trouve  \  eulériennei  généralisation  du  cercle  des  neuf 
points,  etc. 

Parmi  les  coniques  d'un  réseau,  on  étudiera  surtout 

Anii.  de  Mathémat.,  \'  série,  t.  X\  II.  (.iuiivier  1917.)  ^ 


(  34  ) 

celles  qui  sont  conjuguées,  circonscrites  ou  inscrites  à 
un  triangle  déterminé.  Ce  triangle  peut  être  obtenu, 
soit  en  prenant  trois  des  racines  carrées  d'un  point  M- 
(coniques  de  de  Longchamps),  soit  en  prenant  un  des 
trois  triangles  formés  par  les  neuf  racines  cubiques 
de  M'  (brocardiennes  ou  généralisation  du  cercle  de 
Brocard). 

Ces  indications  sommaires  suffiront  à  montrer  l'im- 
mense complexité  des  propriétés  des  points  et  des 
figures  soi-disant  remarquables  dont  l'étude  fait  l'objet 
de  la  Géométrie  du  triangle. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


2231. 

1915,  p.  r>2.i 


Soient  a  une  racine  simple  de  l'équation  !p(a:)  =  o  et  F(./  ) 
un  polynôme  défini  par  V équation 

'^»(a^)  =  (ar  — a)*F(a?). 
Démontrer  qu'on  a 

F(a)  =cp'2(a), 
F'(rt)  =  cp'(a)(i"(a), 

F"(a)=  -5-  'f'2(a)-^  i  œ'(a)ca"'(a), 

4  -^ 

Supposant  qu'on  ait 

^{x)  =  {x  —  ax){x  —  ai) .  .  .  {x  —  an) 
et  que  f(x)  soit  un  polynôme  de  degré  m  ( m  <_  an),  véri- 


(  35  ) 

fier  l 'identité 

fi.x) 

{x  —  axf{x  —  a.y-  ...{x—anY 

n 

_  -^     fiai) I 


1=1 


f(ai)':.'{ai)-f(ai)<^'{ai)        ■ 


Les  nombres  ai,  Oj,  ....  a„  étant  connus^  déterminer  le 
polynôme  f{x)  par  la  condition  que  la  relation  précédente 
ne  contienne  pas  de  ternies  de  la  forme 

A/ 


X  —  a/ 
et,  dans  ce  cas,  trouver  la  forme  de  la  relation  considérée. 

N.  Abramescu. 

Solution 
Par  M.  T.  Ono. 

r  La  différentialion  n  fois  de  l'équation 

(x  —  ay  F (x )  =  f{x)^(x) 
donne 

(x  —  a)^F'-'*^(x)-\-  2n(x  —  a)F'''->'(ar)-t- «(«  —i)F^"-^^x) 
=  cp(ar)o''''(a;)H-  nte'(ar)(p'''-"(a:) 

H ; o  (x)o^"-^Hx  -f-. ..-+- es  «'(^iteCx) 

•i  !  '  ' 

et,  par  suite, 

rt(«  — i)F<«-î'Ca)=  rto'(a)9f'»-»'( 


-H  /i'.{/''»->^(a)ç)'(a). 


(  36 

En  faisant  n  =  2,  j,  ^,  b,  .  .  . ,  on  trouve 

F  (a)  =  cû'2(a), 

F'(a)  =  <p'(ajf  («), 
i2F"(a)=8cp'(a)(f"'(a)  +  6«p"2(«), 
'ioF"'(a)=  io!p'(a)(p'^(a)-4-  loto" {a)^"'{a).         .... 

[La  relation  donnée  pour  F"(a)  dans  l'énoncé  est  en  faute.] 
2°  Posons,  selon  l'usage, 

fi^}       . 

( X  —  axY^^x  —  Ui)'^  .  .  .  { on  —  a,,)" 


2 


(a?  —  a,)2       .i^  .r  —  a, 


c'est-à-dire 

f{x)=  2A.',F,(.r)-+-  SA,(x  — a/)F,-(x), 
où 

(x  -  ai)^Fiix)  =  (x  -  aiY-  . . .  {x  -  an)^=  fH^). 

On  a  d'abord 


a;- 


/(a,)   _   fiai) 


F/ (a,)        'f'K«i) 


et  puis 
donc 

A,= 


/'  (  ai  )  =.  A'i  F'iai)-^  Ai  Fi  (ai); 
f'{ai)-k'i¥'(ai)  _  f'iai)<^\ai)-f{ai)i'{ai) 


car,  d'après  1". 

F,(a,)=  cp'2(a/),         F'(a,-)=  cp'{a/)tp"(a/). 

3"  Dans  le  cas  A/  =  o,  on  a 

/'(a,)(f'(a;)— /(a/)tp"(a,-)  =  o, 


donc 


/(a?)         <s'{x) 


pour  a- =  a,,  a, a„;  ainsi,  à  un  facteur  numérique  près, 

f{x)  =  cp'(.r  ). 


On  a  alors 


iy2(iP)      ,     ^  o'(<T-r)    (3-  — «/)- 


(  3:  ) 

2235. 

(1916,  p.   54) 

Soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  des  normales^  issues  d'un 
point  P  ;  a  une  ellipse  d'axes  Ox  et  Oy.  Les  points  B,  G,  D 
et  le  point  A',  diamétralement  opposé  sur  l'ellipse  au 
point  A,  sont  sur  un  cercle,  dit  «  cercle  de  Joachinisthal  ». 
Démontrer  que  le  centre  de  ce  cercle  peut  être  obtenu  par 
la  construction  suivante  :  Soient  a  et  ^  les  points  de  ren- 
contre de  la  normale  en  A  avee  les  axes  Ox  et  Oy,  M  le 
point  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  par  ces 
points  aux  axes,  Mj  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  0; 
le  centre  cherché  est  le  milieu  du  segment  MiP. 

Ce  théorème  résulte  de  l'équation  du  cercle  de  Joachim- 
sthal  mise  sous  une  /orme  convenable. 

F.  Balitband. 
Solution  ... 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

Si  — -  -h  4t  —  i  =  o  est  l'équation  de  l'ellipse  ;  si  a^y,  Vq  sont 
a^        o- 

les  coordonnées  du  point  A,  a  et  [3  celles  du  point  P,  le  cercle 
de  Joachimsthal  a  pour  équation 

Si  l'on  remarque  que  les  coordonnées  du  point  Mj  sont 
on  a  la  proposition  à  démontrer. 


—  _  ^"^p        ,  _  '^^y^ 


Autre  solution  de  M.  T.  Ono. 

2236. 

(  191.5,    p.   .-..5.1 

Trouver  l'intégrale 


r  *  dx 

J       sin^a;  —  sin^a^-l-X 


E.-_\.  Barisien. 


(  38  ) 


Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 


J       sin^a:- —  sin^ar -H  X  ~  V       (8X  —  i) -H  005437' 


ou,  en  posant  tangaa:  =  «, 


=  4 
Autre  solution  de  M.  Ono. 


Vô^ 


2237. 

I  1915,  p.   55.1 

Les  trois  équations 

(1)  (x  —  'îa){ix  -{-  a)(x  -h  6a)(ix  —  3a) 

—  ^ax{.ix  —  i\a)(.\x  —  ^a)s=o, 


(2,1  y  a  y/a  a  —  3a?-t-(a  —  a7)v/jr-T-2a 


y  a  y/a  a  —  Sa;  —  (a  —  x)  \J  x  -\-  na  =  \/  a  \  -i  \/â, 


(3)    y  a  </â  -+-  y/a^ —  x"^  -\-  y  a  <Ja  —  \J a^  —  x'^=yia\/a 

ont  deux  racines  communes  -  (9  ±  /33)  gui  sont  racines 

doubles  de  (i). 

Les  autres  racines  de  l'équation  (2)  sont 

o,     —  a(3d=y/=3)  7(3±5s/3). 
4 

Les  autres  racines  de  l'équation  (3)  sont 

o,     |(9±v/33)(-i+/3),     |(9±/r3)(-i-v/3). 

E.-N.  Barisien. 


(  ^9  ) 


Posons  dans  (i) 


Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 


qa 

4 


cette  équation  devient 

(-i)(-H^)(-^)('-T) 


OU  encore 


t'-  ^«M   =o; 


les  racines  de  (ij  sont  donc  doubles  et  égales  à 

7(9^/33). 
4 

L'équation  (•>, )  élevée  au  cube  s'écrit 

■2 (a  —  X)  s/x  -h  2 a  =  sj a  \J -i  /a ( 2 a  -}-  3  y/ —  x^ ) 

ou,  en  désignant  par  £  l'une  des  racines  cubiques  de  —  i, 
x\'y.x''-  —  gaî'^r  —  (ta-(\  -f-  •îî)]  =  o, 

d'où  tout  d'abord  la  racine  x  —  o. 
Si 


on  a  l'équation 


ix-  —  9  a  .r  -t-  6  «2  =  o 


dont  les  racines  sont 


Si 


^(9±v/33). 


/^ 


2 

on  a  l'équation 

4  r' —  9a(v''—  5  —  \)x  —  6a'(2  -h  y/—  3^  =  0 


(  4o  ) 


dont  les  racines  sont 


-a(3-/3),     ^(3  +  5v/-3). 


Si 


on  a  l'équation 

437^-4-  9a(v/—  3  -+-  i)x  —  6a^{i  —  \/—  3)  =  o 

dont  les  racines  sont 

-«(3  +  V/3),     f(3-5v/=l). 
4 

Si  nous  posons  dans  (3) 


u  =  Y  a  \/a  —  \/a^  —  x^.         v  =  \/ a  sfâ —  /a'  —  a?', 

nous  avons 

Mc  =  y/.r^         et         u  -\-  i-  =  V  2<^  v/<^  =  K  ; 

élevons  les   deux    membres  de  cette  dernière  équation   à  la 
puissance  6,  il  vient 

«f  [6(M^-(-  v'*)  -^  l5  UP(m2-|-  f2)  -H  20M2(j2]  =  o, 

d'où  l'on  déduit,  en  supposant  uv  ^  o,  cest-à-dire  x  ^  o^ 
2  «-  p*  —  4  K*  MP  -I-  K*  =  o, 


d'où 


K2 


z.P=  —  l9±v/33), 


d'où  les  racines 


(ya;^J=  ii:(9±v/33), 

4 


:r=^^(9±v/33)^; 


£  étant  l'une  quelconque  des  racines  cubiques  de  l'unité, 
l'énoncé  n'est  donc  pas  vérifié  en  ce  qui  concerne  l'équa- 
tion (3). 


(  i'  ) 


[I19c] 

SIR  QIELQLES  ÉQUATIO.VS  HOMOGÈ\ES  l\DÉTER)ll\ÉES 
DU  TROISIÈME  DEGRÉ  ; 

Par   m.   Mathieu  WKILL. 


T.    Soit  à  résoudre,  en  nombres  entiers,  positifs  ou 
négatifs,  l'équation 

a73-f-  y3_4_  -3=  t-i 

{}ne  solution  bien  connue  est 

■Vx^'j,  r|  =  4,  Zi-=j.  /i  =  6. 
Une  seconde  solution  sera 

.r2=r,  )-2— o,  ^2  =  0,  ^2=1- 
Parlant  des  formules 

X  =  J-i  -T-  \{X,  —  J7i), 

■3  =  z  I  — f-  A  (  z^  —  "^  I  )  j 

t    =     /,  _X(^2-    <!), 

on  trouve  pour  A  une  équation  du  troisième  de^ré  qui 

admet  les  solutions  évidentes  A  =:  o.  y,  =:  i   et  X  =  -> 

8 

qui  donne  pour  x.   y,   z,  t  les  valeurs   ^^— ^,  ^^^,   ^^— 
^  .  '  8  8  8 

et  — -  ,  on  retombe  ainsi  sur  la  première  solution  ;  mais 
si  l'on  prend  la  solution 

^3  =  —4-  J:i=—    3,  S3=6,  '3=3, 

Ann.  de  Mathémat.,  '\'  série,  t.  XVII.  (Février  1917.)  4 


(  1-^  ) 

en  posant 

t  =  ti-h'm-i  —  ti), 

on  trouve  encore  )>  =  o.  A  =  t  .  puis  \  =  Tr-rr:»  fl'où 

^  3.08 

X  =  a63.        j'  =  363,         c  =:  907,         t  =  933, 

solution  irréductible,  puisque  a63  est  premier.  Ou  a 
donc 

0)33    =  907    -i-  3()3    ~  263  . 

Pour  obtenir  d'autres  solutions,  posons 

X  =  3  -7-  ti, 

y  =  4 -+-:-'■", 

;  =  3  -f-  V  z/ . 

/  =  6  -t->.;/, 
d'où 

r  G  -h  >>  îO-^  =  (  3  -f-  f<  Y  -+-  (  .1  -^  ;j.  f/ 1^  4-  r  5  -h  v  u  )^ 

et.  en  posant  ).'  v.-'  +  •/'  +  i , 

"(3  H-  /i  (A*-f-  5v*—  6a')  =  36X  —  25 v  —  16 [A  —  g. 
Prenons  )  -     1 ,  v.  =  i ,  v  =:  i ,  il  vient 

u  =  3,         .^•"  =  0,         )•  =  1 ,         ^  =  8,         /  =  i), 
d'où 

9;=  8-'-+-  G3-+-I3 

qui  est  une  nouvelle  solution  très  simple. 

Prenons,  maintenant,  A  =9,  jjl=8,  v  =  r>:  il  vient 


u  = 


^17 
d'où 

.r  =  io4,        J' =  —  to8,         5  =  13^         /=  —  5i, 


(  13  ) 

io8    =  lo i    -+-  5i    4-  i3  . 

l^iilla,  prenons  u  =  —  (),  v  =  la,  )v=  lo,  il  vient 

-  ^ 
~  i49 
et 

.V  —  )  12,        y  =  \  \ ,         z  =  i  J2 5,         t  =  I  3/i  i, 

d'où 

i344    =z  iV>3     —  )i'2    -f-  I  I    . 

II.    Supposons  connues  deux    solutions   de    l'équi- 
tion 

,7'3  _i_  y'i  _:_  ^3  =    f3 . 

Si  J7,,  j',,  :;,  .  /,  est  une  solution  et  X21  J'2.  ^2-  ^u  6'^ 

est  une  autre,  posons 

.r  =  .ri  -f-  oaf"2, 

^  =  /,  -i- 0/2; 
il  vient 

d'où 

0  = 


xl  371-4- r|  ri  -^  -I  5i  —  fl  ti 


ce  qui  donne  une  troisième  solution,  et  ainsi  de  suite. 
>sous  avons  applique  celte  méthode  dans  ce  qui  pré- 
cède. On  peut,  comme  l'on  voit,  obtenir  une  infinité 
de  solutions  de  l'équation  proposée. 

111.    Soit  l'équati!)U 

j-3h- j3=    -:J_L_  ^i. 


{^^  ) 

Soil  .ït.  y\<  ^i.  ^1  mie  solution;  posons 
.r  =  a;,  -h  p  «, 

/  =  f  1  -^  V  ;<  ; 
il  vient 

«2  [  yi  ^  A3  __   ,jt3  _  v3  J  _u  3  „  [  p2  j~,  _J_  X2j^,  _   .j^l  ~^__.,i  f^^ 

Première  méthode.  —  Déterminons  À,  ijl,  v,  p   par 
la  condition 

il  vient 

^  p'a-i-i- Aîy,  — ^2^1  — v2/, 

Il    = 3   ^ i- , 

d'où   Ton  lire  x,   )',  ;,   /,  c'esl-à-dire   une  infinité  de 
solutions. 

Prenons,  |)ur  exemple, 

^■,  =  3.       yi=  \,       ^i  =  — 5,        ^1  =  0, 
puis 

>.    =    I  ,  IJL    =    I  ,  ■'    =    I  , 

<l  où 

20  \x  -(-  3r>v  —  iGX 


0 

' 

d'où 

//  ==  — 

117 

r)2 

et 

.r  =  — 399,         j'  =  i3i, 

^  = 

-  i?-7, 

/  —  y.55, 

en  négligeant  le  dénominateur  62,  ce  qui  est  permis, 
d'où 


J7.7    -+-  I  il    =  y.jî    -^  099 


Deuxième  méthode.  —  Considérons,  plus  simple- 


(  45  ) 
ment,  la  solution 

et  posons 

X  =  l  -h  Ç>  Il , 
y  =  I  -+->.» , 
Z  =  l  -^  'JU, 

t  =  \  —  '/  u: 
il  vient 

-h  3  ii  [  p2  -^  À-  —  |Jt-  —  v5  ]  ^  3 (  p  H-  X  —  U  —  V  ;  =  o. 

Choisissons  pour  A,  ;j.,  v,  p  une  solution  de  l'équa- 

I  ion 

p''  ^-  >.'  —  [x'^  —  v3  =  o  ; 

en  d'autres  termes,  supposons  connue  une  solution  de 

lécpiation 

x^-h  y'- —  ::■' —  P  =  o, 

il  vient 

p  -i-  X  —  ;JL  —  V 

p-  -f-  a' U*' —  V- 

Soit,  par  exemple, 

X  =  3,         p  =  i.         l-»-  =  —  J>         V  =  6  ; 
on  en  déduit 


"  =  (î 


^=ir'     -^'^ii'     ^=6'      '^"G 


et 

lO  0 

a"  =  "'        ■ 

d'où 


3  3  3 

lO      -+-  l)      =    TA      -f-  l', 


solution  très  simple. 


(46) 
Eu  iiénéral,  on  a 

),"2  —  tjL-  —  V  -  —  y  (■  X  —  a  —  V  j 


a-  =  1  -h  p  II 


.  o2  —  a2  _  v2  —  X (■  0  —  a  —  V  ) 


on  peut  négliger  le  dénomiualeur  commua  D. 

Prenons,  par  exemple,  en  nous  servant  du  résultat 
précédent, 

X  =  io,         p=  —  I,  ,a  =  12,         V  =  —  9; 

il  vient,  eu  négligeant  le  dénominateur  commun, 

d'où 

—  3       — 3       — 3       — 3 

et  ainsi  de  suite. 
IV.   De  l'équation 

.r3  =  j-3 -}- ^3  _|_  /3  ^  ,,3^ 

considérons  les  deux  solutions  : 

r,  =  o,         .r,  =  0.         ^1=3,         /i  =      4»         "1  =  5, 

)'2=    I,  .r2=:    I,  ^2=1,  ^2  =  — I-  «2=0. 

Posons 


d'oM 

(6  —  5Xj3=  X3-t-(3  — 2X)3-i-  (,j  —  )X)3+(5  —  SX)^ 
OU 

1 3-2 X2  -^  A X  -)-  1 29  =  o, 


(  47  ) 

1         1        I     •      -  •    ^        ''^'i       4^ 

équation  qui  admet  la  solution  /.=  \ ,  puis  /.z=  -^  — :  -— , 
1  ^  '  ^  I  )'^.       44 

d'où 

^' =  4<)>        y  =  \'^,        -=46,        /  =  —  •i'j,        «  =  ;>, 

d'où 

4y  -1-  îg   =  4'>  +  46  -+-'). 

V.   Equation 

aa;'''  -i-  hy^  -t-  f  5^  -^  Q_ 

Soit  une  solution  .r,  j',  ::;  posons 

X  =  ^  -H  AO, 

Z  =  ^  -f-  0. 

Annulons  le  coefficient  de  o  dans  l'équation 

«X3-i-6Y3  4-cZ-^  =  o, 
il  vient 

aXx--\-  b 'K'y- -^  c z-  =  o 
et 

6j^3 ( <3[  X^ a^ -+- c  3  j -H  (,  c ^2  _(_  a  X  .T- )■- _ 

le  numérateur  se  léduit  à  (Xx — ^)^,  et  le  dénomi- 
nateur est  divisible  par  Çhx  —  z)-,  et  la  solution  devient, 
en  négligeant  ("kx  —  z), 

X  =  x(by^—cz^), 
Y  =: y  (cz^  —  ax'^), 
Z  =  z  {ax^ —  by'^), 

qui  donne  une  nouvelle  solution  quand  on  en  connaît 
une,  et  par  conséquent,  une  suite,  simplement  infinie, 
de  solutions. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

2  3'^  H-  iy^  —  i3z^  =  o. 


(48) 
qui  admet  la  solution  évidente 

a-  =  5!,         JK  = — '>  -  =  'i 

elle  admet  une  autre  solution 

X  =  20, 

Y  =  29, 
Z  =  19, 
d'où 

3  — 3  3 

1  .io    -h  3.2()    =13.19. 
Considérons,  de  même,  l'équation 

X^-{-  y3 —  43^3=  o, 

qui  admet  la  solution 

.r=i,       y  =  7,        -  =  2; 

elle  admet  une  autre  solution 

X  =         687  =      3 .  2>9, 
Y  =  —  7.345  =  —  3.8o5, 
Z  =  —  2.343  =  —  3.228, 
d'où 

22g    -T-  43.228    =  80 >  . 

Sort,  encore,  l'équation 

_y3  -\-  y^ —  IC)Z^  =  O. 

qui  admet  la  solution 

37=3,       y  =  5,       3  =  2; 

elle  admet  aussi  la  solution 

X=  83i, 
,¥=—895, 
Z=— 19G. 


(  4y  ) 

\  I.    Snil  réqualion 

j-^  -i-  j'->  -+-  z^—  t^  -!-  i(^  -^  r-*  =  o. 

Aoiis  axons  les  deux  s()hili()U> 

a^i  =  —  (i,         x-i  ---  —  I  ; 
jKi=      :;.       yi=^      i; 

c,=  o,  Zi  =  —\\ 

(f  —  ■>,  /.  =       I  ; 

//,  =  o.  //o  —  —  I  : 

<'i  =  I,  '••2=       "• 


Posons 


X  =  a^o  ~  ).  (  Xi  —  ro  ), 

7  =r2-^'''i.''i— 72^ 


On  en  déduit  une  équalioa  en  /,  qui  admel   le■^  >()Iu- 
I  ions 


X  r=  o,         À  =  1  ,         ).  =  —  -. 

4 


d'où 


,r  =  1 1 ,     j'  =  —  2,     -S  =  —  7,     /  =  —  ^.     «  =• 
d'où 

—  :i 

Il      —  2^  -^  7^  --  S''  -^  7^  -+-   >■'. 

\  IJ.   Considérons  l'équaliou 

a  x^  -h  hy'^  —  rz^^=i> 
et  deux  solutions 


(•  =  —  0, 


Pos( 


d'où 


X  y  z,     X  y  z  . 

T  =  x'  -\-  o.r", 
y  =  y'  -i-  Zy".   . 

ax'^.)"  -.    h  r-  )  "-     c  z"^  z" 


(  5o  ) 

d'où 

.r  =  by' y" {oe'y"  —  y  ^")  ■+-  f  -'  ^"{x'  z" —  .3'  x"), 
y  =  cz'  z"  (y'  z" —  z' y" )  -{-  ax' x" {y'  x" —  ^' y")^ 
z  =  ax' x"{z' x" — x'  z")  -{-  by' y"i  ::' y"  —  y'  z")\ 

celte  solution  ne  rentre  pas  dans  la  suite  des  solution^ 
du  paragraphe  V. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

x^  -hy^  =  '1  •s-', 

(|ui  admet  la  solution 

soit  x'\   )■',  :;  "  une  autre  solution,  une  troisième  solu- 
tion sera  donnée  par  les  formules 

X  =  y"'^  —  x" y"  —  5  *î"^  -f-  ■?- -^'-s 
y  =  x"^  —  x" y"  —  •>.  z"'^  -t-  2  z^' y 
z  =  x"'^  -V-  y"^  —  x"  z"  —    y"  i 

d'où   l'on  déduit  ce  résultat,  purement  algéhrique,   à 

savoir  :  si  l'on  a 

x^  -\-  y^  =  'i-z"^ . 

on  a  aussi 

avec 

\  =^  _)'-  —  xy  —  2  J^  -t-  2  xz^ 

Y  =  a?*  —  xy  —  2  3^  -i-  2  zy^ 
Z  =  37^  -J-  _^^  —  xz  —  yz. 

Une  seule  solution  x',  )',  z\  de  l'équation 
ax'^  -+-  by'^  -}-  c  5^  =  o, 

en  fournit  immédiatement  une  deuxième,  x\  v  ,  c", 
par  le  procédé  du  paragraphe  V;  d'où,  par  la  méthode 
précédente,  on  déduit  une  troisième  solution,  et  ainsi 
de  suite. 


(  5i  ) 
Considérons,  par  exemple,  l'équalion 

<jiii  admet  la  .solution 

y=i,        y=i,        ='=i, 

si  l'on  a 

«  -t-  6  -i-  c  =  o. 

Elle  admel  la  solution 

a;"=  6  —  f , 
y"=  c  —  a, 
z"  ^=  a  —  6, 
puis 

x"'^{b  —  c){b{c  —  af—  c[a  —  b)^\, 
y'" ^  {  c  —  a){c{a  —  by  —  a(b  -  c)»], 
g"'=  (rt  —  b)  [a{b  —  cf-—  bi  c  — rt)-i]. 

En  combinant,  d'autre  part,  les  solutions  x' ,  y' .  z' . 
x'%  y'\  z'\  par  les  formules  du  paragraphe  Vil,  on 
trouve  de  nouvelles  solutions,  dont  la  première  est 

X  ^=  b(c  —  a){ic  —  a  —  b )  -\-  c{(i  —  b)  {a  -^-  c  —  •>-^), 

y  = 

La  même  méthode  s'applique  à  l'équation 

ax^-r-  by^-\-  cz'^-\-  dt^  =  o. 

Si  l'on  a  deux  solutions,  on  en  a  une  troisième  pai*  les 
formules 

./•  =  by' y"  ^.r' y" —  x" y')  -^  c  z'  z"(x'  z" —  x"  z')  -h  dt't"(x'  l" — x" ('), 

y  = 


f  =. 


(  52  ) 
Soit,  par  exemple,  réquation 

qui  admel  la  solution 

si  l'on  connaît  une  autre  solution  x,  y.,  z-,  t  on  en  aura 
une  troisième  par  les  formules 

\=y{y  —  x)  -^  Z{Z  ~  X  )  —  2>t  {t  —  X), 

\  —  z(  z  —y)  —  3  t(t  —y)  -^  x(x  —  ri, 

Z= , 

T= 

Ce  résultat,  purement  algébrique,  donne  une  relation 

X3-;- Y3-H  Z"-—  3T3=  o, 

entre  quatre  quantités  quelconques  x,   )',   g,   /,   liées 
par  la  relation 

.?•■*  H- JK^ -t-  3-' —  3/^=^  O. 

On  peut,  évidemment,  généraliser  ces  formules. 
Pour  résoudre  l'équation 

x^-^ y^ _l_  -:i _  3^3  —  o, 

nous    pouvons,    suivant  une   méthode  déjà    indiquée^ 

poser 

a-  =  I  -+-  Àô, 

y  =  r  +  X'o, 
j:  =  i-f->,"8, 
?  =  1-4-  S; 

d'où,  en  annulant  le  coefficient  de  5,  il  vient 

X  -1-  /.'-H  V  —  3, 

'^~~^X3-+-X'3+X''3_3' 


(  53  ) 

ce  (|ui  donne  une  double  infinité  de  valeurs  pour  x^  y, 
^,  t.  Particularisons  en  prenant  ).  =  a,  il  vient 

d'où 

z  —  —  3À2_|_  3X  —  V., 
<=  — À2-t-X. 

En  donnant  à  A  une  valeur  entière  ou  IVaclionnaire, 
positive  ou  négative,  on  aura  une  suite  infinie  de 
solutions.  On  peut  reuiarquer  que  x -{- y -h  z  =z  ?i  t, 
donc  l'équation 

ç){x^  -\- y^-V-  z^)  =  {x  -\-y  -i-  zy 

admet  les  mêmes  solutions  en  x^  y-,  z  avec  le  para- 
mètre arbitraire  X,  ce  qui  donne  encore  une  identité 
algébrique. 

Vni.  ïNous  allons  étudier  certaines  équations  indé- 
terminées en  partant  d'une  identité  nouvelle  que  nous 
allons  établir.  Considérons  l'équation 

x^  —  y^  ^=  a  .b\ 

on  peut  la  résoudre  en  prenant 

X  —y  =  rt, 

x^^  xy  -i-^2  _  ^^ 

<l'où 

X  =  a  -+-  y. 

'iy--+-  ^a.y  -ha-  —  6  =  0. 


—  3 rt  ±  J \j.b  —  3  a"^ 

y  = 7: 


(  54  ) 
Posons 

19.  ^  —  3rt^  =  /-, 

,        '\/('-  -I-  /-  ,  ,.   , 

b  —  )  a  =  2rt,  /  =  ()/, 

/>  =  a'--t-  3  ^'"^. 
Exprimons  (jiie  b  esl  un  cul)e, 

rt'2-i-   3/'2=   X^=  («2-4-   •)('2)^ 

d'où  

«'  -+-  t'  \J—  3  =  (  «  ^-  V  \l —  3  )■', 

(loù 

a  =  u^  —  9"''^) 

/•=  iu''-v  —  3r-; 

y=^t'  —  a\ 

:r  =^  i  -\-  a!  \ 

y  ^^'^iC-v  —  3  v'"'  —  «3  -h  9  ;<r-, 

.r  =  3  <<-  V  —  3  ('^  -h  «3  —  9  Ml'-, 

d'où  r identité 

II)     [3  »-('  —  )i'--i-  u'^ —  9('"'?<]^-i-  [  «^-f-  3f^  —  3  »-(•  —  9«v-|  ' 

Faisons  »  =:  i ,  a  =  45  on  en  déduit  ([ue  l'équation 

admet  la  solution 

•«=7J,        r  =  — >7)         -  =  3H. 
Faisons  (^  =  i ,  ;f  =  6;  on  en  déduit  (juc  l'équation 

.r-*  +^'3  =  i'2  52 
admet  la  solution 

•'«^  =  "9>         ^  =  89:         -  =  3(). 

En  faisant   ?/  =  -,    i' =  3,   on  retrouve  la   solution, 
jjrécédemment  obtenue,  de  l'équation 

x"^  -^  y^  =  -]  z^ . 


(  55  ) 
Eu  taisant  »•  =  :>..  ii  -=  J,  oa  a 

«■*  —  9  f*p*  =  —  3 .  27  ; 
l'équation 

y3  _l_   yS  ^^  _|_  (553 

admet  donc  la  solution 

.r  =  17,         )•  =  37,         z  =  '2.\ . 

IX.   Dans  rident il<''  (  1),  faisons 

u  —  3i-'  =  (6a')3, 
«-!-3f  =  (66')', 
d'où 

lui  a  3  (')  (  «  -I-  3  f  )  =  2  (  ?<2 9  Mt'^  )  ::=  (rt'3  _j_  ^'3  )  (  ;  (  g  a'  h'  f . 

Si  rt'  et  l>  satisfont  à  l'équation 

rt'3-4-6'3=    ,„X.3^ 

en  posant 

les  valeurs 

X  =  '^5+6x32-^  3a2[i  — a-', 
Y  =  7;*+6a2^-4-3ap2— 3\ 
Z  =  3rt'6'X(a2+ap4-  ^-^j 

sont  solutions  de  l'équation 

X3^  Y3=  mZ3. 

On  a  donc  une  seconde  solution  de  l'équation 

a'  =;  a',  y  =  Z>',  ^  =  ).  étant  une  première  solution.  La 
méthode  employée  esl  tout  à  fait  dilTérente  dès  précé- 
dentes. 


(  o6) 
X.   Transformons  ridenllté  (i)  en  posant 

Il  -    jT  =  i-*. 
d'où 

,/  —  ■;,■  =  8a3—  p. 

Soit 

il  vient 

Sa3—  p:*=  3(32-^-1^+  I. 

L'identil»'  devient 

avec 

Z  =  •.>a3(«2-+-  3  1^2) 

et  Ton  a 


(3  +  1)^  Ti-^+T^-f-i  -  [i^ 

u  =  -! ,       t'  =  -^ T ; 

2  O 

X  =  3  u- 1'  —  3  ('^  H-  «^  —  9  ?m", 

V    =^   î<3  _|_  3  (.3  —  3  ,f  2  (.  —  ()  in,i^ 

Z  =  3([i  — i)(u2-f-  3t^2). 

En  donnant  à  [^  des  valeurs  entières,  positives  tm 
négatives,  on  aura,  après  suppression,  s'il  j  a  lieu, 
d'un  dénominateur  couiuiun  à  X,  \,  Z,  une  solution 
de  l'équalion 

X3  _^  Y3  =   ,;,  Z3 

pour  toutes  les  valeurs  de  ///  qui  appartiennent  à  la 

forme 

3^^  +  3'i  -i-i. 

En  donnant  à  'ii  une  \aleur  fractionnaire  7- >  on  aura 
une  solution  de  l'équation 

b^ :r'  H-  ù'-y^  =  f  3 a^  -+-  5  ab  -^  b^):-^. 

Faisons.  \)Ay  exemple,  «  r=  1 .  //  =  2,  nous  aurons 

.\a:^-+-  1j-3=  i3^'  ; 


(  ^7  ) 
rï  =  1 ,  6  =  3, 

ox'^-h  [îy^  =  70'  ; 

rt  =  —   I  ,    6  =:  ,"> , 

(i  =  .),  />  =; —  2;  OU  retrouNC  IV-quation 

Faisons  enfin  «  r=  2,  ft  =  —  .'5  ;  nous  retrouvons 

Si  nous  faisons  6  =  <S,   comuie  b-  est  un  cube,  en 
j)osant 

nous  aurons  une  solution  de  l'équation 

'^'"^  +  y^  =  (  3  a-  -^  2  i  a  -r-  64  )  -^i 

d:'  et  j^'  devant  être  multiples  de  4  ;  il  J aura  une  discus- 
sion à  faire. 

Il  faut  remarquer  que  l'équation 

quand  m  =:  3  ^-+  3  Jj  4-  1 ,  admet  la  solution  évidente 

•    J-  =  -  :^- 
-  =  I. 

Pour  [j  =  3,  l'équation, 

^■i  _^  y.i  ^  ^-  ~:i 

admet  la  solution 

^  =  1.        y  =—  îi        -  =  f. 
De  même 

x'^-r- y^  =  (')  I  z'^ 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  l.  WII.  (Février  1917  )  ^ 


(  58) 
admet  la  solution 

37=5,  ^=—4,  5  =   1. 

De  même 

X'^  _|_    j-i  _  g,   -:i 

admet  la  solution 

o"  =  6,         y  ^=  —  5,         5  =  1. 

La  méthode  que  nous  avons  exposée  permet  d'obtenir 
une  seconde  solution,  différente  de  la  solution  évi- 
dente. 

Remarques.  —  i"  En  donnant  dans  l'identité  (ij  à 
u  —  3r,  M  -f-  3  p,  des  valeurs  fractionnaires,  on  trouve 
de  nouvelles  équations,  dont  on  a  ainsi  une  solution. 

Prenons,  par  exemple, 

il  ^~  iv  —  -, 

■X 

I 
«  -^  j  f  =  —  ; 
\ 

on  trouve  alors  l'équation 

\x^—  \  }■■■=■]  z^ 
cl  la  solution 

qui  coïncide  avec  la  solution 

a;  =  1-,        j'  =  17,        5  =  il 

de  l'équation 

a--' --)■•'  =  ();*. 

2°  Dans  le  produit  '2ii[u  —  .Jr)  (/<  H-  o^»),  posons 
'>.  f /  =  c  '. 

u  -f-  :j  f  =  ./•-'. 
d'où 


(  5<)  ) 

Si  une  pareille  équation  était  possible,  l'équation 

aurait    des  solutions    entières,    et    l'on  sait   que   c'est 
impossible. 

De  même,  posons 

u  —  :U'  =  x'-^y, 

d'où 


et  cette  équation  e^t  impossible,   en  vertu  de  ce  qui 
précède. 

On  en  déduit  que  l'équation 

.r6-f-  4^:3=  p- 
est,  aussi,  impossible. 


CORRESPOIVDANCE. 


-M.  R.  Bouvaist.  —  Sur  la  question  o46.  —  La 
solution  publiée  (i()i6,  p.  469)  me  parait  incomplète  : 
l'auteur  admet  a  priori  que  les  transformations  dont 
il  est  question  doivent  conserver  les  points  cycliques. 
Or  la  normale  et  la  tangente  en  un  point  d'une  conique 
sont  conjuguées  par  rapport  aux  loyers  réels  et  imagi- 
naires de  la  coui'be,  il  en  x'ésulte  immédiatement  que 
toute  transformation  homograpliique  faisant  con-es- 
pondre  aux  points  cycliques  les  foyers  réels  ou  imag;i- 


(  ^>o   ) 

naires   fera    correspondre,   aux   normales  à   la  courbe 
pinmitive,  les  normales  à  la  courbe  transformée. 

En  ce  qui  concerne  les  quadriques  il  suffira  de 
même  de  faire  correspondre  à  l'ombilicale  une  quel- 
conque des  coniques  focales. 

M.  M.  Faucheux.  —  Cne  question  de  Cinématique. 
—  Voici  un  exercice  qui  sera  peut  être  de  nature  à 
intéresser  quelques  lecteurs  des  Nouvelles  Annales. 

Si  un  mobile  décrit  une  trajectoire  plane  T  de  telle 
façon  que  l'accélération  y  coupe  le  rayon  de  courbure 
de  la  développée  F  de  la  trajectoire  dans  un  rapport 
constant,  la  vitesse  est  proportionnelle  à  une  puissance 
du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  Réciproque. 
Cas  particuliers.  SoientC  et  C|  les  centres  de  courbure 
de  T  et  r,  M  l'intersection  de  CG|  avec  y. 

Si 

CM  =  GCi, 

l'aire  balayée  par  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
est  proportionnelle  au  temps. 
Si 

CM  =  — ce,, 

la  tangente  à  la  trajectoire   tourne  avec    une    vitesse 

angulaire  constante. 

Si 

CM  =3:^. 
2 

la  force  vive  du  mobile  est  inversement  ou  directeiuenl 
proportionnelle  au  rayon  de  courbure  de  T 

AI.  G.  Fontené.  —  Sur  la  question  1704  6/5.  —  La 
solution  de  celle  question  (lieu  du  centre  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC  qui  reste  circonscrit  à 


(  6'  ) 
une  conique  S,  conjugué  à  une  conique  S,  inscrit  par 
suite  à  une  conique  S')  insérée  en  1916,  p.  474i  avait 
été  rédigée  avant  l'excellente  solution  de  M.  Bouvaist, 
p.  184,  et  la  Note  de  la  page  355.  Je  ne  soupçonnais 
pas  l'interprétation  des  conditions  qui  expriment  que 
le  lieu  est  un  cercle,  interprétation  qui  résulte  du 
calcul  de  M.  Bouvaist.  Et  je  n'avais  pas  encore  deviné 
le  sens  de  la  condition  qui  exprime  que  le  lieu  est  une 
droite  double. 

Mais  il  y  a  autre  chose.  La  représentation  paramé- 
trique d'une  conique  qui  est  un  lieu  géométrique 
ne  peut  atteindre  le  cas  où  le  lieu  dégénère  en  un 
système  de  deux  droites  distinctes  ;  elle  peut  atteindre 
le  cas  où  le  lieu  se  réduit  à  une  droite  double ^  et 
aussi  le  cas  où  le  lieu  se  réduit  à  une  droite  accom- 
pagnée de  la  droite  à  Vinfmi  du  plan.  Je  ne  pouvais 
donc,  par  la  méthode  employée,  atteindre  le  cas  où  le 
lieu  se  compose  de  deux  droites,  d'ailleurs  imaginaires  ; 
mais  j'aurais  dû,  en  outre  du  cas  où  le  lieu  est  une 
droite  double,  rencontrer  le  cas  où  le  lieu  se  réduit  à 
une  droite,  plus  la  droite  à  l'infini.  La  forme  un  peu 
ti^op  particulière  donnée  à  l'équation  )vCo(^)  +  d/(<)  ^  o, 
au  bas  de  la  page  475,  m'en  a  empêché.  On  doit  prendre 
cette  équation  sous  la  forme 

([)        |(AA^-B)i  — (GX-+-  D)]r<2+i)-+-MX?~i  =  o, 

sans  faire  M  :=  i,  et  l'on  trouve  alors,  pour  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu, 

-  _  £!  :iHÀ^ -4-  (  BM  -4-  C  )  X  -H  D  -H  î 


y 


M2X2-4-1 

£2  CMy^+(DM  — A)X  — B 

b  Mn^-t-i 


avec  le  facteur  M  commun  aux  trois  coefficients  de  X^. 


(6.  ) 

<Si  M  tend  vers  ztiro,  le  lieu  teud  à  se  réduire  à  une 
(iroile,  plus  la  droite  à  l'infini.  Or,  avec  M  =  o,  si  l'on 
lait  k  infini,  deux  des  trois  valeurs  de  i  données  par 
l'équation  (i)  sont  /  et  — î,  l'un  des  trois  cotés  du 
triangle  ABC  correspondant  est  rejeté  à  l'infini,  la 
conique  S  est  une  parabole  ;  c'est  le  cas  2"  de  la 
page  356. 

.l'ajoute  que,  dune  manière  générale,  les  formules 


«X-^-+-6X 


rt'À--t-  //'/. 


b"l 


représentent  une  droite  double  si  l'on  a 


a      h      c 
a      b'     c' 

a"     b"     c" 


c'est-k-dire  si  les  racines  des  trois  trinômes  en  K  sont 
en  involution  (')  ;  deux  valeurs  a  et  [î  du  paramètre  A 
donnent  un  mêuie  point  si  elles  se  correspondent  dans 
cette  involution  ;  si  l'on  pose  f)  =  a  -!-  j3,  on  peut  écrire 


y 


a^-^b        a'iS^b' 
Ou  peut  écrire  encore 


a"  ()  -i-  b" 


ou 


m¥{l)- 

^nf(l)        F(À) 

X                 y 

!•                   F 

./•(>.)' 


lit   —,  ~r~  Il  — 1 

J  J 

on  reconnaît  une  représentation  impropre  de  la  droite. 


C)  Cette  relation   seiuit   encore    satisfaite   si  les   trois  Irinonies 
en  A  avaient  une  racine  commune. 


(  ^>-^  ) 

et   il  y  a   involuLioa   eulic  les   deux,  valeurs  iK;  /.  (|ui 
donnent  un  même  point. 

M.  R.  Goormaghtigh.  —  Sur  la  parabole  tangente 
à  quatre  droites  (  '  ).  —  L'équation  (6)  de  la  JNote  de 
\l .  Barisien  à  ce  sujet  (u)i<3,  p.  4^5)  ne  donne  pis 
tiois  valeurs  pour  œ  mais  une  seule,  comme  l'exigent 
les  conditions  du  problème  géométrique.  Si  l'on  mul- 
tiplie les  éléments  de  la  première  colonne  par  s  in  a  et 
ceux  de  la  seconde  par  coscs  et  qu'on  les  ajoute,  que 
d'autre  part  on  multiplie  ceux  de  la  première  colonne 
parcosca  et  ceux  de  la  seconde  par  sino  et  qu'on  les 
retranclie,  on  trouve  l'équation 

\ /)ii     1  —  mj     /p/isinci — /»/cosç,i      I-f-»^f  |:=o 
(i  =  I,  •>,  3,  4; 


ou 


l/?/(tang  ç  — /?(/)     ni,-     i 


on  en  déduit  facilement,  en  déseloppant  le  détermi- 
nant, la  valeur  de  tango. 

\J .  R.  Goormaghtigh.  —  Su/'  les  centres  (le  courbure 
aux  points  correspondants  de  deux  courbes  polaires 
réciproques.  —  La  solution  du  problème  traité  par 
M.  Balitrand  (lyiO.  p.  \Cy\)  résulte  immédiatement  de 
deux  constructions  bien  connues,  si  l'on  remarque  que 
la  polaire  réciproque  (Ali)  de  (AI)  par  rapport  à  un 
cercle  de  centre  O  est  l'inverse  de  la  podaire  de  (AH 
par  rapport  à  O.  En  conservant  les  notations  de  la 
ligure  (p.  4'30,  on  aura  donc  cette  construction 
simple  : 


(  '  )  La  Rédaction,  siu-  le  même  sujet,  a  reeu  plusieui's  Noies  ana- 
logues, notamment  de  MM.  Lgan.  Ser  et  A'itn  Anonyme. 


(  ^>î  ) 

On  projette  C  en  (7  >iuv  OM,  puis  C  en  C"  5;/;"  MC; 
la  droite  OC"  passe  au  centre  de  courbure  C(  cherché. 

11  esl  facile  d'en  déduire  d'une  part  les  constructions 
données  par  M.  Balitrand  et  d'autre  part,  au  moyen  de 
la  considération  des  triangles  semblables  OMC". 
C|  M|  O,  la  formule  oo'sin^  V  =  ct^  ^q  i\j.  Chemin. 

M.  M.  d'Ocagne.  —  Sur  le  rayon  de  courbure  de  la 
polaire  réciproque.  —  La  formule  attribuée  à 
M.  Chemin  par  M.  Balitrand  dans  une  ISote  récente 
sur  ce  sujet  (Nouvelles  Annales.,  'O'^?  P-  46i)  esl 
due  à  Mannheim  {.Journal  de  Liouiille,  1866,  p.  i93). 
.le  l'ai  déduite  à  mon  tour  (Annales  de  l'Ecole  Nor- 
male., '887,  p.  3 1 3)  d'une  autre  relation  obtenue  d'une 
façon  tellement  simple  que  je  crois  devoir  la  rapjieler 
ici. 

Si  dh  et  (Z0|  sont  les  angles  infiniment  petits  dont 
tournent  les  tangentes  en  M  et  en  ^\^  aux  courbes 
polaires  réciproques,  OAI|  et  OTNl,  respectivement 
jterpendiculaires  à  ces  tangentes,  tournent  des  mêmes 
angles.  Si  donc  N  et  N|  sont  les  extrémités  des  sous- 
normales  polaires  correspondant  à  M  et  ]M,,  pour 
lesquels  C  et  C,  sont  les  centres  de  courbure,  on  a 
pour  les  ditFérentielles  des  arcs  décrits  par  M  et  M,, 

ds^  =  M,Gi.^/0,  =  M.Nj.rfO, 
d'où 

MC  _  MiN, 

mN  ~  î\i,c,  ■ 

Telle  est  la  relation  C|ue  j'avais  obtenue,  facile  à  tra- 
duire en  construction  géométrique,  et  d'où,  comme  je 
lai  fait  voir,  se  déduit  immédiatement  celle  de 
Mannheim. 


(  (y^  ) 

Dans  la  inèine  .Noie,  ci-dessus  rappelée,  j'ai  établi 
les  relations  analogues  correspondant  aux  cas  où  les 
polaires  réciproques  sont  prises  non  plus  par  rapport 
à  un  cercle,  mais  par  rapport  soit  à  une  conique  à 
centre  quelconque,  soit  à  une  parabole. 


SOLUTIONS  DE  QIESTIONS  PROPOSEES. 


1832. 

1899.   p.    i:^^.  ) 


I.  Si  l'on  considère  les  triangles  T  inscrits  à  une  co- 
nique A  et  circonscrits  à  une  conique  B,  le  lieu  des  centres 
des  cercles  ^  qui  leur  sont  circonscrits  est  une  conique  C. 

II.  //  existe  un  point  du  plan  ayant  même  puissance 
par  rapport  à  tous  les  cercles  Z\  ce  point  se  détermine 
comme  il  suit  :  deux  des  triangles  T  ont  un  sommet  à 
l'injini;  les  deux  côtés  opposés  respectiiement  ci  ces  som- 
mets se  coupent  au  point  che/c/ié  W 

III.  D'après  cela,  V enveloppe  des  cercles  Z  est  une  anal- 
lagmatique  du  quatrième  ordre  ayant  le  point  P  pour 
pôle  et  la  conique  G  pour  déférente  ;  pour  que  cette  courbe 
se  décompose  en  deux  cercles^  il  faut  et  il  suffit  que  les 
deux  foyers  {^  )  de  la  conique  B  soient  situés  sur  la  co- 
nique A. 

IV.  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  tous  les  cercles  S  passent  par  le  point  P. 

G.   HCMBERT. 


(')  f.es  deux  foyers  réels  ou  les  deux  foyers  imaginaires. 
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Solution 

Par  I\I.  G.  FoNTENÉ. 

(Avec  une  Note  de  M.  G.  Humbert.) 

En  1900,  sans  connaître  la  question  précédente,  j'ai  donné 
(dans  la  Revue  de  Mathématiques  spéciales)  le  lieu  du 
centre  O  du  cercle  S,  le  lieu  du  centre  de  gravité  G  du. 
triangle,  le  lieu  de  V orthocentre  H,  le  lieu  du  centre  12 
du  cercle  des  neuf  points;  tous  ces  lieux  sont  des  coniques. 

1.  Lorsque  deux  coniques  Sq  et  S2  admettent  des  triangles 
ABC  circonscrits  à  So  et  inscrits  à  Sa,  les  racines  de  l'équa- 
tion en  X  pour  la  forme  XSo-r-S.i  doivent  satisfaire  à  l'une 
des  relations 

la  conique  So,  et  l'une  des  quatre  coniques  par  rapport 
auxquelles  Sq  et  S2  sont  polaires  réciproques,  admettent 
alors  des  triangles  circonscrits  à  So  et  conjugués  à  cette 
conique  Sj  :  ce  sont  les  triangles  ABC.  J'ai  donc  pu  consi- 
dérer un  triangle  ABC  circonscrit  à  une  conique  So,  co/i- 
j'ugué  à  une  conique  Sj,  inscrit  par  suite  à  une  conique  Sj. 
Les  coniques  Sj  et  S2  étant  d'abord  quelconques,  soient 

y(.r,  r)  =  o,         Ax--hBy^-+- G  =0 

leurs  équations,  avec  des  axes  rectangulaires. 

En  partant  des  coordonnées  homogènes  d'un   point  A  de  la 

conique  Sa,  lesquelles  sont  exprimables  par   des   polynômes 

du  second  degré  en  t,  si  la  polaire  du  point  A  par  rapport  à 

la   conique   Si    coupe   la   conique   S2   aux   points   B  et   C,   on 

trouve    facilement    pour    les   coordonnées    du    centre    O    du 

cercle  ABC 

P  Q 

^0  —  -^  '         •^'*'  ~  K  ' 

P,  Q,  R  étant  des  polynômes  du  sixième  degré  en  t]  les 
points  O  situés  sur  une  droite  donnée  correspondent  à  des 
valeurs  de  t  en  nombre  égal  à  6.  Si  maintenant  les  deux 
coniques  Si  et  Sj  satisfont  à  la  relation  invariante  qui  donne 
un  nombre  infini  de  triangles  ABC  inscrits  à  S2  et  conjugués 
à  Si,  un  même  point  0  correspond  aux  trois  valeurs  de  t  qui 


(  6:  ) 

donnent  les  sonuuels  d'un  même  triangle  ABC,  il  a  y  a  plus 
que  deux  points  O  sur  une  droite  donnée,  et  le  lieu  du 
point  O  est  une  conique.  On  se  rend  bien  compte  après  coup 
de  ce  qui  se  passe.  On  a  pour  le  point  0 


«X^-f-...         a' À- -h...         Cl"  A- -{-...' 

les  trois  t  d'un   triangle  ABC  sont  liés  au   À  du  point  O   par 
une  relation  de  la  forme 

on  a  donc 

^0      _      ro      _        1 


P,(t)  06(0  ^«(0 

2.  On  trouve  de  même  pour  le  point  G 

P'  Q' 

P',  Q',  R  étant  des  polynômes  du  sixième  degré  en  /.  Le  lieu 
du  point  G  est  une  conique,  homotliétique  à  S^  puisque  les 
points  à  l'infini  sont  les  mêmes. 

3.  Le  lieu  du  point  11  a  été  donné  par  M.  Burnside:  une 
démonstration  par  les  invariants  se  trouve  dans  le  Traité 
des  sections  coniques  de  Salmon  ;  une  démonstration  en  partie 
géométrique  a  été  donnée  par  P.  Seriet  dans  les  Nouvelles 
annales^  i865,  p.  i^y. 

L'équation  du  lieu  est,  en  rapportant  la  figure  aux  axes  de 
la  conique  So, 


'  ■           \  ■  ('  ^         '   \ 
a'2   ■  ^'2      \i  •  \  a'-^  "  lyy 

-[(^-a)-^  +  0---|3)2-(«^- 

l-b^)]  = 

-  o: 

le  lieu  est  une  conique  appartenant  au  faisceau  ponctuel 
déterminé  par  la  conique  S*  et  par  le  cercle  orthoptique 
de  la  conique  So,  et  semblable  à  la  conique  So,  ce  qui 
entraine  la  perpendicularité  des  axes  homologues  des 
deux  coniques.  La  conique  Sq  n'intervient  que  par  son  cercle 
orthoptique.  Nous  montrerons  simplement  que  le  lieu  est  une 


(   <iS    ) 

conique;  les  asymptotes  de  cette  conique  sont  d'ailleurs  évi- 
demment perpendiculaires  à  celles  de  S9. 

Les  dénominateurs  des  formules  qui  donnent  les  coor- 
données des  points  O  et  G  sont  identiques  :  cela  tient  à  ce 
que  ces  points  sont  simultanément  rejetés  à  l'infini.  Or,  sur 
la  droite  OG,  droite  d'Enler  du  triangle  ABC,  les  points  II 
et  il  sont  donnés  par  les  relations 

ÎÏÏÏ         ?  ÎÏG  I 


HO  ^  i>0  ^ 

de  sorte  que  les  coordonnées  de  ces  points  sont  données  par 
des  formules  analogues  aux  formules  ci-dessus;  ces  points 
décrivent  donc  des  coniques. 

Il  résulte  d'un  théorème  général  dû  à  M.  Humbert(6a/- 
letin  de  la  Société  mathématique^  1899)  que  le  point  G  est 
fixe  si  la  conique  So  touche  les  asymptotes  de  la  conique  S2  : 
d'une  manière  générale,  une  tangente  commune  aux  deux 
coniques  So  et  S2  touche  la  conique  en  un  point  B  =  G,  et 
la  seconde  tangente  menée  de  ce  point  à  la  conique  So  la 
louche  en  un  point  A  situé  sur  S2,  de  sorte  qu'on  obtient  un 
triangle  évanouissant  ABC,  avec  deux  sommets  B  et  G  con- 
fondus, deux  côtés  AB  et  AG  confondus;  si  deux  des  quatre 
tangentes  communes  sont  les  asymptotes  de  S^,  en  sorte  que 
deux  des  quatre  sommets  doubles  B  =  G  sont  à  l'infini,  le 
point  G  est  fixe.  (La  conique  qui  est  ordinairement  le  lieu  du 
point  G  est  ici  formée  de  deux  droites  parallèles  aux  asymp- 
totes de  S2  ;  sauf  pour  les  deux  triangles  qui  ont  un  sommet 
double  à  l'infini,  le  point  G  est  au  point  de  rencontre  de  ces 
deux  droites).  En  particulier,  si  S2  est  un  cercle  et  si  So  est 
une  conique  ayant  un  foyer  au  centre  0  de  ce  cercle,  les 
points  O,  G,  H,  Q.  sont  les  mêmes  pour  tous  les  triangles  ABG  ; 
ces  triangles  sont  ceux,  bien  connus,  qui  sont  inscrits  à  un 
cercle  So  et  dont  l'orthocentre  occupe  une  position. 

•i.  L  enveloppe  des  cercles  (O)  circonscrits  aux  tri- 
angles ABG  et  l'enveloppe  des  cercles  (H)  conjugués  à 
ces  triangles  sont  des  anallagmatiques  du  quatrième 
ordre.  —  Le  cercle  (0)  circonscrit  au  triangle  ABG  est  or- 
thogonal au  cercle  orthoptique  de  la  conique  S2  (théorème 
de  Taure);  comme  son  centre  décrit  une  conique,  il  a  pour 


(  '^0  ^ 

L'iivelop|)e  une  anallagmatiquc  du  (jiiatrième  ordre.  I-orsque  la 
conique  Si  est  une  hyperbole  équilalère,  les  cercle*  (O)  pas- 
sent au  centre  de  cette  hyperbole.  Lorsque  la  conique  Sj  est 
une  parabole,  les  cercles  (())  ont  leurs  centres  sur  la  direc- 
trice :  il  sont  orthogonaux  à  cette  droite.  Le  cercle  (H)  con- 
jugué au  triangle  ABC  est  orthogonal  au  cercle  orthoptique 
de  la  conique  So  (théorème  de  Steiner):  comme  son  centre 
décrit  une  conique,  il  a  pour  enveloppe  une  anallagmatiquc 
du  quatrième  ordre.  Lorsque  la  conique  Sq  est  une  hyperbole 
équilatèie,  les  cercles  (H)  passent  au  centre  de  cette  hyper- 
bole. Lorsque  la  conique  So  est  une  parabole,  les  cercles  (H) 
ont  leurs  centres  sur  la  directrice  :  ils  sont  orthogonaux  à  cette 
droite;  le  lieu  trouvé  dans  le  cas  général  se  décompose  en 
la  directrice  et  la  droite  à  l'infini.  [Dans  ce  même  cas,  le? 
cercles  (O)  passent  au  foyer  de  la  parabole.] 

.^.  En  ce  qui  concerne  la  décomposition  de  l'enveloppe  des 
cercles(O),  voici  la  solution  que  m.'a  indiquée  M.  G.  Humbert. 

Si  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre  se  décompose  eu 
deux  circonférences,  les  seize  foyers  sont  les  deux  points  com- 
muns à  celles-ci  et  les  centres  des  deux  cercles  de  rayon  nul 
qui  passent  par  ces  deux  points,  chacun  des  quatre  foyeis 
ainsi  obtenus  étant  compté  quatre  fois.  Or,  dans  chaque  géné- 
ration de  l'anallagmatique,  les  quatre  foyers  qui  correspondent 
à  cette  génération  sont  les  points  communs  à  la  conique  défé- 
rente et  à  la  circonférence  directrice.  Si  l'anallagmatique  se 
décompose  en  deux  circonférences,  il  faut  que  la  conique  défé- 
rente et  la  circonférence  directrice  soient  bitangente?.  On  voit 
d'ailleurs  directement  que,  s'il  en  est  ainsi,  l'anallagmatique 
se  décompose. 

Dans  le  cas  du  problème,  il  faut  exprimer  que  la  conique 
qui  forme  le  lieu  du  point  O  et  la  circonférence  directrice 
(  circonférence  orthoptique  de  la  conique  Sj)  sont  bitangentes, 
ou  encore  que  les  quatre  foyers  de  l'anallagmatique  corres- 
pondant à  cette  génération  sont  deux  à  deux  confondus. 

Cherchons  donc,  parmi  les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
considérés  (triangles  circonscrits  à  Sq  et  inscrits  à  S2),  ceux 
qui  sont  de  rayon  nul.  L'un  des  côtés  AB  du  triangle  ABC 
doit  être  une  isotrope,  une  tangente  menée  du  point  cyclique  l, 
par  exemple,  à  la  conique  So,  et  le  centre  du  cercle  ABC  est 
à  l'intersection  de  cette  tangente  avec  l'isotrope  JC.  Ce  même 


(  70  ) 

centre  sera  fourni  par  une  tangente  menée  de  J  à  So  si  la 
droite  JG  se  confond  avec  le  côté  GB  du  triangle,  et  cela  aura 
lieu  si  le  sommet  B  est  un  foyer  de  So-  On  voit  ainsi  que  deux 
foyers  opposés  de  So,  foyers  réels  ou  foyers  imaginaires,  doivent 
être  situés  sur  S,.  Ces  conditions  sont  suffisantes. 

1834  (').    ^ 

(  1900,   p.  95. 1 

Étant  données  deux  coniques  S  et  S',  tr'ouver  le  lieu 
d'un  point  P  tel  que  Von  puisse  mener  de  ce  point  une 
tangente  à  S  et  une  tangente  à  '^'perpendiculaires  entre 
elles. 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  C^du  huitième  ordre 
et  du  premier  genre  ayant  les  points  cycliques  pour  points 
quadruples  et  huit  points  doubles  à  distance  finie.  On  dé- 
terminera la  position  de  ces  derniers  en  montrant  que  ce 
sont  les  points  communs  à  distance  finie  à  trois  courbes  du 
quatrième  ordre,  dont  on  formera  les  équations.  On  éta- 
blira que  les  points  multiples  de  G»  et  les  foyers  réels  et 
imaginaires  des  deux  coniques  S  et  S'  sont  sur  une  même 
courbe  C3  du  troisième  ordre,  qui  dégénère  en  une  hyper- 
bole équilntère  et  la  droite  à  V infini,  lorsque  S  et  S'  sont 
concentriques.  On  donnera  une  définition  géométrique  de 
cette  courbe  G3.  Le  lieu  cherché  Gg  est  tangent  en  huit 
points  à  chacune  des  coniques  données;  les  seize  points  de 
contact  sont  sur  une  même  courbe  du  quatrième  ordre. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
d'un  paramètre. 

Examiner  les  cas  particuliers  où  l'une  des  coniques 
données  se  réduit  à  une  parabole  ou  à  un  couple  de  droites. 

J.  Franel. 

DEUXIK.MF-:    SOLUTION 
Par  M.  M. -F.  Egan. 

Mettons  X-n  iY  —  x,  X  —  iY  =y,  X  et  Y  étant  des  coor- 
données cartésiennes  rectangulaires.  Soit 

(  I  )  ux  -t-  iy  -\-  {<!■  =  o 

(')  Voir  .Xoia'elles  Annales,  lyiJ,  p.  47  !• 


(  7-   ) 

réqualion  de  la  droite  («,  r,  w)^el  soil 


2/j«t^  =  O 


réqualion  de  la  conique  S.  Désignons  par  A,  B,  ...  les  mi- 
neurs du  discriininaal  A  de  S,  et  par  a',  A',  ...,  A'  les  élé- 
ments correspondants  pour  S'. 

Si  la  tangciile  (i,  —  1,  y.)  à   S  et  la   tangente   perpendicu- 
laire (i,  )v,  ;j.')  à  S'  se  coupent  au  point  f  (T,y),  on  a 


(3) 

.r  —  X  K  -!-  ij. 

=  o. 

(4) 

c  ;jl2  -h  2  ;;.  (  o-  —  y^)  ^_  ^,  „ 

2h\ 

6X2 


O, 


et  deux  équations  analogues.  Les  coordonnées  or  ely  sont  donc 
des  fonctions  rationnelles  de  X,  a,  jj.'.  Or  ;ji  et  [x'  s'expriment 
rationnellement  en  fonction  de 


X,     v/(AX2-^v.UX^-B  1,     v'"(A'X--!— aH'X +  B'); 

la  courbe  F,  lieu  du  point  P,  est  donc  de  genre  i  dans  le  cas 
où  S  et  S'  sont  quelconques,  et  les  coordonnées  x,  y  s'expri- 
lueront  par  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  t. 

La  courbe  F  sera  rationnelle  si  l'une  des  fonctions  sous  la 
racine  (soit  par  exemple  la  |)remière)  est  un  carré  parfait,  ce 
qui  arrive  lorsque  S  est  une  parabole  ou  dégénère  en  un  couple 
de  points.  Y  sera  rationnelle  aussi  si  les  deux  fonctions  ont 
une  racine  commune,  c'est-à-dire  si  une  asymptote  de  S  est 
|)erpendiculaire  à  une  asymptote  de  S'. 

Les  valeurs  de  X  répondant  aux  deux  tangentes  à  S  menées 
par  le  point  P  sont  données  par  l'équation 

(■j)  r//,--2  — 'i  aX -H- ; 


o, 


en  écrivant 


=  ex-  —  2  gX  -i-  (I . 

a  =  ex  y  - 


fx 


Notons  que  :  =;  o  et  Tj  =  o  sont  les  équations  des  couples  de 
tangentes  à  S  passant  par  l'un  et  laulre  des  points  isotropes, 
et  que  t  =  o  est  celle  du  cercle  urtlioptique  de  S. 

On  trouve  l'équation  du  lieu  de  P  en  éliminant  X  entre  (5j 
et 

v/X2-+-  2  7'X  -H   ;'=  O. 


(  7^  ) 

Le  résultat  de  l'élimination  peut  s'écrire  sous  deux  formes 
équivalentes 

((6)  (;'-0— ;'''i)-+ 4(^-^/+=j''^i)l!^;'-^<^'0  =  f>^ 

]{6a)    ,i(;-0  — ^^)(^''^/— ^'■^^  — (^^'+r'1-+-2(iT')2  =  o. 

Le  degré  de  cette  équation  est  8.  Il  s'abaisse  à  6  quand  S  est 
une  parabole  (c  =:  o),  et  à  4  quand  S'  l'est  aussi  (c  =  c'  =  o) . . 
Si  S  dégénère  en  deux  points,  il  est  visible  que  F  se  décom- 
pose en  deux  quartiques,  dont  chacune  est  la   podaire  de  S' 
par  rapport  à  un  point,  donc  l'inverse  d'une  conique. 

Si  Çt)  — a^,  l'équation  (5)  a  ses  racines  égales;  donc  ^q  — a^  =  o 
est  l'équation  ponctuelle  de  S,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  di- 
rectement. L'équation  (6  a)  montre  alors  que  le  lieu  de  P  est 
tangent  à  S  et  S' aux  points  on  celles-ci  rencontrent  la  quar- 
tique  bicirculaire 

(T)  ^r/-+- i'r;-^o.c7T'=  o. 

Au  point  cyclique  I(.t  =  ô  =  o;,  les  ordres  de  ;,  r^,  a  sont 
respectivement  2,  o,  i.  Ce  point  est  donc  un  point  quadruple 
sur  r,  ainsi  que  le  point  i{y  =:  z  =  o). 

Mettons  l'origine  à  un  point  à  distance  finie  où  l'on  a 


Les  fonctions 

s'annulent  à  l'origine.  D'après  l'équation  (6),  ce  point  est  donc 
un  point  double  sur  V.  Il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  des 
points  communs  à  C3  =  o,  Q  =  o,  Q'  =  o  à  distance  finie  est  8. 
Le  nombre  effectif  des  points  doubles  de  F  étant  20,  on  les  a 
tous  ainsi. 

Remarquons  que,  ^,  r,  et  ;  ,  r/  étant  des  imaginaires  con- 
jugués, les  courbes  Q -f- Q' =  o,  O  —  Q'=o  sont  des  quai- 
tiques  réelles.  C3  est  une  cubique  circulaire,  les  termes  du 
quatrième  degré  dans  son  équation  s'annulant. 

G3  est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  du  faisceau  tangen- 
tiel  (S,  S').  En  effet,  à  un  foyer  de  S  -f-  /iS'=  o,  on  a 

;^Ai'=o,  r,  H-  /.r/=o, 


(73) 

donc  €3=0,  et  inversement.  Voici  une  autre  forme  géomé- 
trique qu'on  peut  donner  à  la  définition  de  G3.  Le  faisceau 
involutif  des  tangentes  menées  par  un  point  M  aux  coniques 
du  faisceau  (S,  S')  a  pour  droites  doubles  les  tangentes  en  M 
aux  deux  coniques  du  système  qui  y  passent.  Pour  que  ces 
deux  droites  soient  les  bissectrices  de  l'angle  entre  tout  couple 
de  tangentes  conjuguées,  il  faut  et  il  suffit  que  le  faisceau  de 
droites  admette  comme  couple  conjugué  les  droites  isotropes 
issues  de  M,  donc  que  M  soit  le  foyer  d'une  conique  du  sys- 
tème. C3  est  donc  le  lieu  d'un  point  M  tel  que  les  couples  de 
tangentes  menées  par  M  aux  coniques  du  faisceau  (S,  S')  aient 
les  mêmes  bissectrices. 

Il  est  facile  de  vérifier  par  son  équation  que  C3  dégénère  en 
un  cercle  si  S  et  S'  sont  des  paraboles,  et  en  une  hyperbole 
équilatère  si  S  et  S'  sont  concentriques.  (Dans  ce  dernier  cas, 
prenons  le  centre  pour  origine;  alors/",  y,  g^  g  s'annulent.) 

Lorsque  S  est  une  parabole,  ^,  rj,  (t  sont  linéaires,  C3,  Q, 
Q' sont  des  cubiques  ayant  sept  points  communs,  qui  sont  des 
points  doubles  de  F.  Si  l'on  écrit  l'équation  de  S  sous  la  forme 

1VW  -+-  'IWU  -H  'iliuv  =  o, 

l'équation  (6  a)  montre  que  le  point  x -\- y  =  o,  s  =  o,  c'est- 
à-dire  le  point  à  l'infini  sur  la  directrice  de  S,  est  aussi  un  point 
double  de  F.  F  étant  une  sextique  rationnelle  bicirculaire,  on  a 
ainsi  ses  dix  points  doubles. 

Si  S'  est  aussi  une  parabole,  F  est  une  quartique  rationnelle 
non  circulaire,  ayant  pour  points  doubles  les  trois  points  com- 
muns au  cercle  G3  et  aux  coniques  Q,  Q'. 

Si  les  coniques  S  et  S'  sont  homofocales,  leurs  équations 
diffèrent  par  les  seuls  coefficients  Ii  et  h' \  on  a  donc  $  =  ^', 
7j  =  r/,  et  l'équation  (6)  se  réduit  à 

^2r/^(a-^a')2  =  o, 

d'où  le  théorème  bien  connu. 

Quant  aux  contacts  de  F  avec  S  et  S',  il  suffit  de  remarquer 
que  la  courbe  T  se  réduit  à  une  cubique  si  S  est  une  parabole 
et  à  une  conique  si  S  et  S' sont  toutes  les  deux  des  paraboles. 

En  modifiant  légèrement  l'analyse  qui  précède,  on  trouve 
l'enveloppe  y  de  la  droite  enjoignant  les  points  de  contact  de 

Ann.  de  Mathéniat.,  4"  série,  t.  XVII.  (Février  1917.)  6 


(  74  ) 

deux  tangentes,  à  S  et  à  S',  perpendiculaires  entre  elles.  Voici 
quelques  propriétés  de  cette  courbe  : 

ha  courbe  •[  est  de  la  huitième  classe  et  du  même  genre 
(i  ou  o,  suivant  le  cas)  que  T.  Elle  touche  S  et  S'  chacune 
en  huit  points;  les  tangentes  en  ces  seize  points  touchent 
une  courbe  i  de  la  quatrième  classe.  Les  huit  tangentes 
menées  à  x  par  les  centres  S  et  S'  sont  des  tangentes  doubles 
de  -[.Les  douze  tangentes  doubles  de  F  qui  restent  sont  les 
tangentes  communes  à  trois  courbes  données  de  la  qua- 
trième classe. 

En  effet,  soit  («,  v,  w)  la  droite  d  dont  on  cherche  l'enve- 
loppe. Ecrivons 

Si  =  au  -^  hv  -^  gw,         82=  liu  -f-  bv  -\-f'-v^ 
83=  gu  -\-  fv  -\-  cw. 

Puisque  d  passe  par  le  point  de  contact  de  (i,  — X,  \x.) 
avec  S  et  de  (i,  X,  p.')  avec  S',  on  a 

Si  —  XS2-t-  [J1.S3  =  o, 
S 1  -I-  X  S  2  -1-  [Ji'  S  3  =  o  ; 

donc  u,  w  et  i'  :  w  sont  des  fonctions  rationnelles  de  X,  \i,  [x  . 
Gela  suffit  à  déterminer  le  genre  de  y. 
On  a  aussi,  comme  auparavant, 


<I»X2— aSX-i-e  =  o, 
«f'Xî-i-aS'X  4-0'=  o, 


où  l'on  a  mis 


0  =  cSj  —  2^SiS3-i-aS|  —  BS  —  Ac2^ 
4»  =  cS.|  —  2/S2S3+  6S2  =  AS  —  A«^ 

::  =  cS,  82-/8,83— ^82  S3-+-/iS§  =  — HS-+-AMC. 

6  =  o  et  <ï»  =  o  donnent  les  points  de  contact  des  couples 
de  tangentes  à  S  issus  des  points  cycliques  v  =  o  et  m  =  o. 
£  est  une  conique  homofocale  à  S  (polaire  réciproque  par 
rapport  à  S  de  son  cercle  orthoptique  a).  On  vérifie  aussi  que 

0cp  —  S2=  A  S(^M-f-/('  +  Cw)2. 


(  7^  ) 

L'équation  de  y  s'écrit  donc  sous  les  deux  formes  équiva- 
lentes (a  =  o  et  a'=o  étant  les  équations  de?  centres  de  S 

et  S') 

4AA'SS'aîa'2=(ecp'-l-e'«p-+-2S£')2=  o, 

(e-j'  —  e'tp)2-H  4(<ps'-hcp'2)(es'-i-  e's)  =  o; 

d'où  les  propriétés  énoncées. 

La  courbe  (e)  6'.p' —  6'o  =  o,  qui  remplace  ici  la  courbe  G3, 
est  de  la  quatrième  classe.  Ses  foyers  réels  sont  ceux  des  deux 
coniques.  Les  droites  pour  lesquelles  on  a 

e  :  0'=  ç  :  o'=  —  s  :  s' 

sont  des  tangentes  doubles  de  y.  Ces  droites  sont  au  nombre 
de  douze;  on  connaît  donc  ainsi  les  vingt  tangentes  doubles 
de  y. 

1864. 

(1900,   p.   .184.1 

Etant  donnés,  sur  une  conique  S',  deux  couples  de  points 
fixes  A,  B  et  G,  D,  si  deux  points  M  et  N  de  la  conique  ont 
une  correspondance  doublement  quadratique  et  symétrique 
exprimés  par  la  relation 

I  -^(ABAIN)        i^(CDMN)_        i+(ABGD) 
I  —  (ABAIN)  ^  I  —  (GDMN;  ~  ~  i  —  (ABGD)' 

où  les  parenthèses  désignent  des  rapports  anharmoniques ^ 
la  corde  MN  est  un  côté  d'un  contour  quadrangalaire 
variable  MNPQ  circonscrit  à  une  conique  fixe  S  et  inscrit 
à  la  conique  S'.  G.  Foxtené. 

Solution 
Par  l'Auteur. 

La  relation  qui  lie  M  et  N  établit  entre  ces  points  une  cor- 
respondance doublement  quadratique  et  symétrique;  il  en 
résulte  que  la  corde  MN  a  pour  enveloppe  une  courbe  de 
seconde  classe,  une  conique  S.  Il  faut  montrer  que  les  deux 
coniques  S'  et  S  admettent  en  nombre  infini  des  contours  qua- 
drangulaires  inscrits  à  S'  et  circoncrits  à  S,  et  pour  cela  il 
suffit  de  montrer  qu'elles  admettent  un  tel  contour. 

Observons  d'abord  que,  si  l'on  met  M  en  A,  l'une  des  deux 
positions  de  N  est  aussi  en  A  ;  un  fait  analogue  a  lieu  quand 


(76') 

on  met  M  en  B,  ou  en  G,  ou  en  D;  la  conique  S,  enveloppe 
de  la  corde  MN,  est  donc  inscrite  au  quadrilatère  formé  par 
les  tangentes  à  la  conique  S'  aux  quatre  points  A,  B,  G,  D, 
ou  encore,  les  tangentes  communes  aux  deux  coniques  tou- 
chant la  conique  S'  aux  points  A,  B,  G,  D. 

Le  polygone  de  Poncelet  ayant  ici  un  nombre  pair  de  côtés, 
s'il  existe,  on  aura  deux  sortes  de  polygones  repliés  :  dans  les 
uns,  deux  sommets  seront  confondus  au  point  de  contact 
avec  S'  d'une  tangente  commune  aux  deux  coniques,  les 
deux  autres  sommets  étant  également  confondus  au  point  de 
contact  avec  S'  d'une  tangente  commune,  et  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  de  contact  devra  être  tangente  à  la 
conique  S;  les  deux  autres  contacts  repliés  jouiront  de  pro- 
priétés corrélatives  des  précédentes.  Un  polygone  replié  de  la 
première  espèce  existera  si  la  droite  GD  (on  pourrait  aussi 
bien  prendre  AB)  est  tangente  à  la  conique  S,  c'est-à-dire  si 
les  points  G  et  D  forment  un  couple  M,  N  vérifiant  la  relation 
donnée;  or  c'est  bien  ce  qui  a  lieu,  avec  la  relation  de  l'énoncé, 
si   l'écriture  (A,  B,   G,   D)  représente   le   rapport   anharmo- 

CB       DB     .,  .        .  ,  .         ,      . 

nique  -rrr   •  JV\''        aurait  mieux  valu  supprimer  le  signe  — 

au  second  membre,  en  prenant  comme  l'on  fait  d'ordinaire 
CA  .  DA 
CB  ■  DB' 

1876. 

(  1900,    p.    àyl.) 

Pour  quelles  valeurs  de  Xi,  x^  la  somme 


a-t-elle  une  limite^  quand  n  grandit  indéfiniment? 
Calculer  cette  limite.  E.  Weill. 

Solution 

Par  UN  Abonné. 

Lorsque  270=^1)  chaque  terme  se  réduit  à •,  et  la  limite 

nx^ 

de  la  somme  est  évidemment  — • 

Xx 

Si  Xx  et  Xi  sont  différents,  soit  X\<,  x^;  le  terme  général, 


(  77  ) 

de  rang/),  peut  s'écrire 


Xi(n  —  p)-^px2        nxi-{-  p{xi — ^i) 

Posons 

n  dx  =  Xz  —  Xi,         p  dx  =  X  —  Xi] 

dx 
l'expression  du  terme  général  devient '■ — - —  et  la  somme 

{Xi—Xi)x 

cherchée  est 


'"'^  dx        Ixi —  Ix^ 

Xi 


1  /"'^  dx  _  Ix^  — 

^i—XiJ^  X     ~       372  —  , 


Cette  expression  ne  prend  une  valeur  bien  déterminée  que 
si  Xi  et  x-i  sont  de  même  signe.  Quand  ils  sont  négatifs,  il 
suffit  évidemment  de  changer  le  signe  du  résultat  obtenu 
pour  -4-  aT],  -I-  x^i. 

On   vérifie   sans  peine  que,   pour  0^2=  a^i,    on    retrouve  — 

Xy 

comme  somme. 

1880. 

(1900,  p.  511.) 

■  Les  intersections  des  plans  principaux  d'une  quadrique 
avec  la  normale  en  un  point  M  de  cette  quadrique  déter- 
minent trois  régions  sur  cette  normale.  La  région  qui 
comprend  le  point  M  ne  contient  aucun  des  centres  de 
courbure  principaux  correspondant  à  ce  point  M.  Pour 
un  point  P  de  cette  région,  PM  est  la  plus  courte  distance 
du  point  P  à  la  quadrique,  si  celle-ci  nest  pas  un  ellip- 
soïde. Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde,  la  région  contenant  le 
point  M  se  compose  de  deux  segments  infinis;  pour  un 
point  P  situé  dans  le  même  segment  que  M,  PM  est  la  plus 
courte  distance;  pour  un  point  P  situé  dans  l'autre  seg- 
ment, PM  est  la  plus  grande  distance.  Pour  les  points  P 
situés  dans  les  autres  régions  de  la  normale,  PM  n^est  ni 
la  plus  petite,  ni  la  plus  grande  des  normales  menées  du 
point  P  à  la  quadrique.  A.  Pellet. 

Solution 
Par  l'auteur. 

Considérons  le  cas  de  l'ellipsoïde 

—  +  ^-^^-1  =  0        (a2>t2>c2). 
a*         b-         c- 


(  -8) 

Soit  P  un  de  ses  points,  non  situé  dans  un  des  plans  prin- 
cipaux, de  coordonnées  ce,  y,  z.  On  a,  pour  les  équations  de 
la  normale  en  ce  point, 

X  —  otr        Y  —  y        Z  —  :; 


X  y  -3 

«^  62  ^ 

p  est  la  distance  du  point  M  (X,  Y,  Z)  au  point  P  multipliée 
par/)  =  T  distance  du  centre  au  plan  tan- 

y    a"         b"-        e« 
gent  en  P.  Pour  p  =  —  c^,  le  point  correspondant  M i  est  situé 
dans  le  plan  z  =  o;  pour   p  < —  c^,  Mj  est  compris  entre  M 
et  P,  et,  si  l'on  désigne  par  P'  le  symétrique  de  P  par  rapport 
au  plan  z  =  o,  on  a 

MiP=.  MiP',  MP  =  MM,-f-MiP  =  MiVli-f-MiP'>  MP', 

puisque  MMjP'  forme  un  triangle.  Pour  p= — a^,  le  point 
correspondant  M2  est  situé  dans  le  plan  ar=  o;  on  a,  pour  les 
points  M  correspondant  à  p>  —  a^, 

M2 P  =  M2  P",         MP  =  Mj  P  —  M2  M  =  M2  P'—  M2 M  <  MP", 

P"  étant  le  symétrique  de  P  par  rapport  au  plan  x  =  o.  Ainsi, 
lorsque  p  est  compris  entre  — c^  et  — a^,  par  suite  M  entre 
Ml  et  M2,  MP  est  compris  entre  MP*  et  MP',  et  ne  peut  être 
la  plus  grande  ou  la  plus  petite  distance  du  point  M  à  l'ellip- 
soïde. 

Cette  région  de  la  normale  Mj  M2  contient  les  centres  de 
courbure  des  sections  principales  de  l'ellipsoïde  au  point  P, 
qui  correspondent  aux  valeurs  de  p  racines  de  l'équation 


a2(rt2_i_pj        6='(62H-p)        c2(c2-Hp) 

Pour  M  voisin  de  P,  MPest  la  plus  courte  distance  à  l'ellip- 
soïde, et  MQ  étant  une  autre  normale  de  pied  Q,  on  a 

MQ>  MP; 

cette  inégalité  subsiste  lorsque  p  varie  entre  —  c-  et-f-ap  -t-00, 
tant  que  MQ  est  réel  puisque  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  dans 
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cet  intervalle.  Si,  pour  un  point  M'  situé  dans  cette  région  et 
sur  la  développée  de  l'ellipsoïde,  M'Q'  devient  réel,  M'  est  un 
centre  de  courbure  pour  le  point  Q'  et,  d'après  la  remarque 
faite,  M'Q'  ne  pouvant  être  plus  courte  distance,  on  a 

M'Q'>  M'P. 

Ainsi  MP  est  la  plus  courte  distance  du  point  M  à  rellipsoïde 
pour  p  >  —  cKOn  verrait  de  même  que  MP  est  la  plus  grande 
distance  pour  p  •< —  a'-. 

Les  cas  de  l'hyperboloïde  et  du  paraboloïde  se  traiteraient 
de  la  même  manière. 


OllESTlO^S. 


2306.  Soient  OA  et  OB  deux  tangentes  rectangulaires  d'une 
hypocycloide  à  trois  rebroussements  (H3),  Une  conique  quel- 
conque qui  touche  OA  et  OB  a,  avec  (H3),  quatre  autres  tan- 
gentes communes.  La  parabole  qui  les  touche  a  pour  foyer  le 
symétrique  de  O  par  rapport  au  centre  de  la  conique  et  son 
axe  est  parallèle  à  la  tangente  à  (H3)  issue  de  O. 

F.  Bâlitrand. 


2307.  On  considère  une  conique  quelconque  tangente  en 
un  point  0  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  (H3). 
Elle  a  avec  (H3)  quatre  autres  tangentes  communes.  La  para- 
bole qui  les  touche  a  pour  foyer  le  symétrique  de  0  par  rap- 
port au  centre  de  la  conique  et  son  axe  est  parallèle  à  la  tan- 
gente à  (H3)  issue  de  O.  F.  B.\litraisd. 

2308.  Soient  M  un  point  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebrous 
sements  H3  et  0  le  centre  de  son  cercle  tritangent.  On  mène 
à  la  courbe  la  tangente  MT  issue  de  M  et  l'on  joint  MO. 
Démontrer  que  les  angles  6  et  w,  que  font  avec  la  tangente 
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en  M  les  droites  MT  et  MO,  sont  liés  par  la  relation 

tango  =  3  tango). 

F.  Balitraxd. 

2309  D'un  point  P  on  mène  à  une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements  les  trois  tangentes  dont  les  points  de  contact 
sont  A,  B,  G.  Démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
PAB,  par  exemple,  admet  pour  tangente  en  P  la  conjuguée 
harmonique  de  PC  par  rapport  à  PA  et  PB. 

F.  Balitrand. 

2310.  On  considère  une  tangente  fixe  d'une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements.  Démontrer  que  les  couples  de  tangentes 
rectangulaires  à  l'hypocycloïde  déterminent  sur  cette  tangente 
fixe  des  segments  qui  ont  tous  même  point  milieu. 

F.  BALITR.AND. 

2311.  Soient  OA  et  OB,  PC  et  PD  deux  couples  de  tan- 
gentes rectangulaires  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
ments; A  et  B,  G  et  D  étant  les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes ;  démontrer  qu'il  existe  une  hyperbole  équilalêre 
circonscrite  au  triangle  OAB  et  ayant  pour  asymptotes  les 
droites  PC  et  PD.  F.  Balitrand. 


2312.  Soient  G  une  courbe  gauche  et  Gi  la  courbe,  lieu  des 
centres  des  sphères  osculatrices  à  G.  Si  l'on  désigne  par  R  le 
rayon  de  courbure  de  G  en  l'un  de  ses  points,  par  p  le  rayon 
de  la  sphère  osculatrice  au  même  point,  par  R,  le  rayon  de  Gj 
au  point  correspondant,  on  a,  si  R  n'est  pas  constant, 

P  ^P 


^R 


(a)  Ri  = 

Si  R  est  constant,  on  a 
(6)  Ri=p=R 


R   Bricard. 
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[Hl] 
Sirn  LELnilWTION  EVTKi:  tOU\riO\S  hlFIKUEMlKLLtS; 

Par  m.  HADAMÂRD. 


L'intégration  d'un  système  de  p  équations  dilTéren- 
tielles  ordinaires  à  p  fonctions  inconnues  d'une  va- 
riable X, 

,  ,     T,    /       t  d\      dr,  dl^\     dl<r, 

F3=  o,         ...,         Fp=  o, 

peut,  en  général^  se  ramener  à  celle  d'une  seule 
équation,  d'ordre  égal  à  la  somme  des  ordres  aux- 
quels c,  r, ,  ...  figurent  dans  le  système  donné,  l'in- 
connue unique,  \  par  exemple,  qui  figure  dans  cette 
équation,  fournissant  (en  général)  toutes  les  autres  par 
des  dérivations  et  des  opérations  algébriques. 

Mais  des  cas  exceptionnels  peuvent  se  présenter. 

La  méthode  théorique  suivante,  que  j'ai  été  conduit 
à  indiquer  dans  mon  enseignement  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, permet  de  discuter  ce  qui  peut  se  passer  dans 
tous  les  cas  possibles. 

On  sait,  tout  d'abord,  que  le  système  (i)  peut  se 
ramener  à  un  système  canonique  d'équations  du  pre- 
mier ordre.  Partons  donc  du  système 

!  dy 
(2)  {dz 


4nn.  de    Ifathemat.,  4'  série,  t.  XVII.  (Mars   1917.) 
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Il  se  peut  (excepliitiiaelleinenl)  que  le  second 
membre  es,  de  la  première  éqiiati(3n  ne  coiilienne  que  a; 
ely.  Dans  ce  cas  en  remplaçant,  pour  la  symétrie  des 
notations,  y  par  \,  cette  équation  sera  du  premier 
ordre  en  \  seul.  On  aura  donc  à  eflectuer  l'intégration 
de  cette  équation  unique,  suivie  de  celle  d'un  système 
d'ordre  7i  —  i  (où  y  ne  devi'a  plus  être  considéré 
comme  inconnu). 

Si,  au  contraire  (cas  général),  es,  contient  au  moins 
une  inconnue  z  autre  que  y,  on  fera  un  changement 
d'inconnues  où  Z  =  'f  i  sera  introduite  à  la  place  de  z. 
La  première  équation  aura  donc  la  forme 

Le  calcul  du  changement  de  variables  nous  donnera 
(comme  seconde  équation)  la  valeur  de  -7- >  soit 


da; 


=  V2- 


Si  '!>2  ne  contient  que  x^  V  et  Z,  on  est  ramené, 
d'après  la  forme  de  l'équation  (3),  à  une  équation 
unique  du  second  ordre 


dZ       d'-\        ,     /      ^   dY\ 


puis  à  l'intégration  des  équations  restantes  qui  {\  et  Z 
étant  considérés  comme  connus)  forment  un  système 
canonique  d'ordre  n  —  2. 

En  général,  au  contraire,  '|'2  contiendra  au  moins 
une  inconnue  u  distincte  de  \  et  de  Z  :  à  la  place 
de  M,  introduisons  alors  la  nouvelle  inconnue 
U=  -l'a,  etc. 

Continuant  ainsi,  le   cas  général  sera   celui  où  les 
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n  —  1  [n'cinièrcs  c(|iiati()ns   scronl  amenées  à  la  (oriiie 

la  /i'*"'^  seule  conservant  une  forme  telle  que 
-j^=4,(x,Y.Z,...,W) 

ou,  comme  Z,  ....  W  sont,  d'après  (4),   les  dérivées 
successives  de  \  , 


On  a  bien  alors  une  équation  du  /i'^"'*  ordre 
en  Y=j',  toutes  les  autres  inconnues  s'exprimant 
d'ailleurs  en  tondions  connues  de  \  ,  Z,  ...,  c'est-à-dire 
de  Y  et  de  ses  dérivées. 

Mais,  comme  on  le  voit,  il  est  des  cas  exceptionnels 
où  l'on  est  ramené  à  l'intégration  successive  (et  non 
plus  simultanée)  de  plusieurs  équations  d'ordres  res- 
pectils  J9,  q,  r,  ...,  avec  />  +  ^  + /" -f- •  • .  =  «.  La 
première  d'entre  elles  est  d'ailleurs  l'équation  en  y 
(inconnue  non  modifiée  par  notre  changement  de  va- 
riables). 

On  a  donc  ainsi,  dans  tous  les  cas,  1  éijuation  qui 
renferme  l'inconnue  y  qu'on  a  pu  se  proposer  plus  spé- 
cialement de  déterminer. 

Dans  le  cas  général  où  l'équation  en  y  est  d'ordre  /i, 
les  dérivées  successives  de  j'  fournissent  les  inconnues 
suivantes  Z,  U,  .... 

Elles  permettent  donc  d'obtenir  toutes  les  inconnues 
primitives  ;,  u,  ...  par  tles  opérations  algébriques  :  à 
savoir,  par  le  changement  de  variables  ponctuel  iléfini 
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par  les  relations 


Si,  au  contraire,  Téquation  en  y  est  d'ordre  inférieur 
à  n,  la  détermination  des  inconnues  restantes  exigera 
de  nouvelles  intésrations. 


[0'2e][P'le] 

SUR  LES  CE\rRES  M  COUUBUKE 
DES  COURBES  AFFILES  D  li\E  COURBE  DO\^ÉE  ; 

Par  m.  R.  GOOR.MAGHTIGH. 


Soient  Ox,  Oj'  deux  axes  reclangiilaires  ou  obliques, 
m  un  point  variable  d'une  courbe  (/>?),  M  le  point  qui 
divise  l'ordonnée  de  m  dans  un  rapport  constant  A"; 
quand  le  point  m  décrit  la  courbe  (m),  le  lieu  du 
point  M  est  une  courbe  (M)  affine  de  (m).  I^'axe  Ox 
est  Vaxe  d'affinilé,  k  le  rapport  d'affinilé.  On  sait  que 
la  tangente  en  m  à  [m)  et  celle  en  M  à  (M)  se  coupent 
en  un  point  l^  de  Ox. 

Nous  avons  donné  (')  une  solution  du  prol)lème  qui 
consiste  à  construire  le  centre  de  courbure  C  de  la 
courbe  (M)  au  point  M,  connaissant  le  centre  de  cour- 
bure c  de  la  courbe  (m)  en  m;  une  autre  méthode  a 
été  indiquée  par  M.  Balitrand  (^).  Nous  nous  propo- 

(')  Nouvelles  Annales,  igiô,  p.  423. 

(^)  Construction  du  centre  de  courbure  de  Vhyperbolisnie  et 
de  l'affine  d'une  courbe  donnée  {Nouvelles  Annales,  1916, 
p.  74-78).  Cette  construction  suppose  des  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires. 
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sons  d'indiquer  plusieurs  autres  solutions  simples  de 
ce  problème  el  de  signaler  quelques  propriétés  de  la 
courbe,  lieu  des  centres  de  courbure  aux  points  cor- 
respondants des  courbes  affines  de  (ni)  répondant  aux 
diverses  \aleurs  du  tappoil  d'affinité  /.■. 

1.  On  a  (l'abord  {_^g.  i)  la  construction  suivante 
{Nouvelles  Annales,   191  5,  p.  4^4)  • 

La  perpendiculaire  élevée  en  Q  sur  Ox  rencontre 
en  q'  la  normale  en  m  à  {m);  soient  n  le  symétrique 
de  Qpar  rapport  à  m,  n'  celui  de  q'  par  rapport 
à  c\  la  perpendiculaire  en  n  à  nn'  coupe  Ox  en  R. 

Fig.   I. 


Ce  point  R  sert  ensuite  à  construire  les  centres  de 
courbure  aux  points  correspondant  à  m  dans  toutes  les 
courbes  affines  de  (//i).  On  obtient  le  centre  de  cour- 
bure C  de  (M)  au  point  M  de  la  manière  suivante  : 

Soit  N  le  symétrique  de  Q  par  rapport  à  M;  la 
normale  en  M  à  (M)  rencontre  en  N'  et  Q'  les  per- 
pendiculaires   élevées    sur    JNK    en    N    et    sur    Ox 
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en  Q;  le  milieu  de  Q'N'  est  le  centre  de  courbure 
cherché. 

Considérons  maintenant  nne  hyperbole  passant 
par  m,  ayant  en  ce  point  même  centre  de  courl^ure 
que  (m)  et  dont  Oj?  est  l'une  des  asymptotes.  Si  Ton 
applique  à  cette  hyperbole  la  transformation  par  affi- 
nité par  la(|uelle  on  déduit  (M)  de  (m),  on  obtient  une 
antre  hyperbole.  Celle-ci  a  même  centre  que  la  pre- 
mière, elle  a  Ox  pour  asymptote,  passe  par  M  et  y  a 
même  centre  de  courbure  que  la  courbe  (M).  Or,  il  est 
aisé  de  construire  le  centre  commun  à  ces  hyperboles, 
connaissant  le  centre  de  courbure  de  (m)  en  m.  D'après 
un  théorème  de  M.  d'Ocagne  (  '  ),  il  suffît  d'élever  en  Q 
sur  Qc  une  perpendiculaire  qui  rencontre  la  nor- 
male me  en  /,  et  de  mener  par  /  une  parallèle  à  la 
tangente  à  (/«)  en  m;  cette  parallèle  coupe  0,37  au 
centre  cherché.  Il  est  intéressant  d'observer  que  ce 
centre  coïncide  avec  le  point  R  considéré  dans  la  solu- 
tion rappelée  ci-dessus.  Du  point  R  on  déduira  le 
centre  de  courbure  cherché  C  par  une  construction 
inverse  de  celle  par  laquelle  on  a  obtenu  le  point  R 
connaissant  c.  On  obtient  ainsi  celte  construction  : 

La  perpendiculaire  élevée  en  Q  sur  cQ  rencontre 
en  t  la  normale  en  m  à  {m);  la  parallèle  à  la  tan- 
gente en  m  à  (m)  menée  par  le  point  t  coupe  Ox 
en  R.  Soit  T  l'intersection  de  la  normale  à  (M)  e/j  M 
avec  la  parallèle  menée  par  le  point  R  à  la  tangente 
en  M  à  (M);  la  perpendiculaire  élevée  en  Q  sur  QT 
passe  par  le  centre  de  courbure  cherché  C. 


C)  iSouvelles  Annales,  1902,  p.  282.  Voir  aussi  un  article  de 
M.  Bouvaist  (^Nouvelles  Annales,  1914,  P-  337-356)  et  la  ques- 
tion 2257  de  M.  d'Ocagne  {A'oin'elles  Annales,  uji3,  p.  432). 
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2.  Soil  encore  (F)  l'ellipse  affine  du  cercle  oscilla- 
teur (v)  de  la  courbe  (ni)  en  m;  celle  conique  a  en  M 
même  cenlre  de  courbure  (|ue  I9  courl)e  (M),  l^e 
cenlre  to  de  (F)  est  à  rintersection  de  la  paiallèle  menée 
par  c  à  Oy  avec  la  droile  qui  joint  M  à  l'intersection 
de  me  avec  O^  {/fS  •  ^)-  ^'  ^^')  ^^  outre,  facile  de  cons- 


truire le  demi-diamèlre  co^S  conjugué  à  Mw  dans  l'el- 
lipse (F);  à  cet  efifet,  on  élève  en  c  une  perpendicu- 
laire ca  égale  à  cni-^  le  point  3  est  à  l'intersection  des 
parallèles  menées  par  a  à  niM  et  par  w  à  MQ.  On  sait, 
d'autre  part,  d'après  un  théorème  de  Chasles  ('),  que 
si,  sur  la  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse,  on 
porte,  de  part  et  daulre  de  ce  point,  deux  segments 
égaux  au  demi-diamèlre  conjugué  à  celui  qui  aboutit  à 
ce  point,  puis  qu'on  prenne  sur  celte  normale  la  pro- 
jection du  cenlre  10  de  l'ellipse,  le  centre  de  courbure 
de  (F)  en  M  sera  le  conjugué  harmonique  de  ce  point 
par  rapport  aux  extrémités  de  ces  deux  segments.  De 


(')  Journal  de  Liouville,  t.  X,  p.  208. 

Voir  aussi  A.  Maxxheim,  Construction  des  centres  de  courbure 
des  lignes  décrites  dans  le  mouvement  d'une  figure  plane  qui 
glisse  sur  son  plan  {Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  S^'caliier, 
i8j8). 
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ce  qui  précède,  on  déduit  donc   la    construction    sui- 
vante : 

Soit  (o  le  point  âe  rencontre  de  la  parallèle  menée 
par  c  à  nM  avec  la  droite  qui  joint  M  à  l'intersec- 
tion de  cm  avec  Ox.  On  élève  en  c  sur  cm  une  per- 
pendiculaire CJ.  égale  à  cm\  les  parallèles  menées 
par  a  à  mM  et  par  to  à  MO  se  coupent  en  ^j.  Le 
centre  de  courbure  cherché  C  est  le  pôle  de  w^  par 
rapport  au  cercle  ayant  M  pour  centre  et  to|3  pour 
rayon. 

Les  trois  constructions  qui  précèdent  sont  appli- 
cables si  les  axes  sont  rectangulaires  ou  obliques;  dans 
ce  qui  suit,  nous  supposerons  les  axes  Oa",  Oy  rectan- 
gulaires. 

3.  M.  lialitrand  a  indiqué  dans  les  Nouvelles  An- 
nales (1916,  p.  lyS)  la  méthode  suivante  {fig.  3)  : 

Fis.  3. 
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On  prolonge  le  rayon  de  courbure  cm  de  [m) 
d'une  longueur  mCi  =  -  me  et  l'on  mène  pa/'  c,  une 
parallèle  «  Ox  qui  coupe  mM  en  m\.  Par  le  point  j\ 
symétrique  de  nif  par  rapport  à  la  tangente  en  m 
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à  (ni),  on  mène  une  perpendiculaire  à  Ox.  Du  point 
où  elle  rencontre  la  normale  en  IVI  on  tire  la  paral- 
lèle à  la  tangente  en  M  et  par  M  on  lire  une  paral- 
lèle à  Oy.  Par  le  point  cV inteisection  de  ces  deux 
parallèles^  on  mène  la  parallèle  à  Ox\  elle  passe 
au  centre  de  courbure  cherché. 

On  en  détluil  celte  aulre  conslruclion  : 

Soient  p  la  projection  de  c  sur  /«M,  v  celle  de  p 
sur  me,  V  l'intersection  de  la  normale  en  M  à  (M) 
avec  la  parallèle  menée  par  \  à  niM;  la  perpendi- 
culaire élevée  en  V  sur  la  normale  à  (M)  en  M 
coupe  mM  en  P,  la  parallèle  menée  par  P  à  Ox 
passe  au  centre  de  courbure  cherché. 

4.  Considérons  maintenant  l'ellipse  (F)  affine  du 
cercle  oscillateur  de  (m)  au  point  m.  D'apx-ès  la  cons- 
truction de  Mannheim,  si  K  est  l'intersection  du  grand 
axe  de  (F)  avec  la  normale  en  M  à  (M)  et  si  L  est  le 

Fig.  4. 
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point  où  la  perpendiculaire  élevée  en  K  sur  MK.  ren- 
contre Mw,  le  cenire  de  courbure  de  (F)  en  Al  appar- 
tient à  la  parallèle  menée  par  L  à  Oy.  On  obtient  ainsi 
la  construction  suivante  {Jig.  4)  • 
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La  droite  qui  joint  M  au  point  d^ intersection 
de  me  ttK-ec  Ox  coupe  en  to  la  parallèle  menée  par  c 
à  Or;  la  parallèle  à  O.r  menée  par  w  rencontre 
en  K  la  normale  en  M  à  (M);  la  parallèle  à  Oy 
menée  par  le  point  d^ intersection  de  Moj  a^^ec  la 
perpendiculaire  élevée  en  K  sur  MK  contient  le 
centre  de  courbure  cherché. 

On  peut  encore  construire  d'une  autre  manière  le 
centre  de  courbure  de  l'ellipse  (F)  au  point  M.  Soit  S 
le  point  d'intersection  de  la  tangente  MQ  avec  le  grand 
axe  Kto;  si  la  perpendiculaire  élevée  en  S  sur  MS  ren- 
contre mM  en  J,  la  droite  Jw  renferme  le  centre  de 
courbure  C  de  (F)  au  point  IVI.  On  en  déduit  la  méthode 
suivante  pour  construire  le  centre  de  courbure  C 
de  (JM)  en  M  connaissant  le  centre  de  courbure  c  de  (m) 
en  m  : 

La  droite  qui  Joint  M  au  point  d'intersection 
de  me  avec  Ox  coupe  en  to  la  parallèle  menée  par  c 
à  Oy,  la  parallèle  à  Ox  menée  par  (si  rencontre 
en  S  la  tangente  à  (M)  en  M;  le  centre  de  cour- 
bure C  appartient  à  la  droite  qui  joint  co  à  r  inter- 
section de  mM  cn^ec  la  perpendiculaire  élevée  en  S 
sur  MS. 

5.  Lieu  des  centres  de  courbure  aux  points  cor- 
respondants des  courbes  affines  d'une  courbe 
donnée.  -^  Prenons  maintenant  comme  axes  de  coor- 
données O,  X,  Oi  Y  l'axe  d'affinité  et  la  droite  m  M,  la 
partie  positive  de  Taxe  des  X  étant  celle  qui  renferme 
le  point  Q.  D'après  la  deuxième  construction  indiquée 
au  paragraphe  3,  le  lieu  considéré  peut  être  défini 
comme  suit  {fig'.  5)  (')  : 

(')  La    courbe  (C)    admet  0,\pouiaxe   de  syméliie;   dans    la 


(  9>   ) 
Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  0,X  et  O,  Y 
et  une  droite  A  [larallèle  à  Oi  Y,  on  mène  par  un  point 
fixe  Q  de  0,X  une  droite  variable  cpii  rencontre  O,  Y 

Fie.  5. 


en  M;  la  perpendiculaire  à  QM  en  M  coupe  A  en  V, 
celle  en  V  à  MV  rencontie  O)  Y  en  P,  lieu  (C)  du  point 
d'intersection  C  de  MV^  avec  la  parallèle  menée  par  P 
àO.X. 

Si  X  =  d  est  l'équation  de  A,  et  si  a  désigne  l'ab- 
scisse du  point  Q,  on  trouve  facilement  que  le  lieu 
considéré  est  la  cubique 


(i)  Y  ^/d{ X  —  d) 

Posons 


-h  (a  -h  d)\  —  ad  =  o. 


ad 


=  b. 


figure  5,  la  branche  siluée  du    côté  des  V  positifs    est   seule  repré- 
sentée. 


(  9^  ) 
La  cubique  (G)  coupe  l'axe  0|  X  au  point  Co(6,  o); 
en  prenant  pour  nouvel  axe  des  ordonnées  la  parallèle 
menée  parce  dernier  point  à  A,  léqualion  de  la  cubique 
devient 

(2)  è(^*  — a)«r,*+a3ï2_^  è3r(2=o, 

ou  encore 

(3) 


-t/^ 


^ 


^(,a-b)^-b^ 


D'après  l'équation  (i),  la  cubique  (G)  a  la  droite  A 
pour  asymptote.  L'équation  (3)  montre  que  le  point  Cq 
est  un  point  isolé  ou  un  point  double  de  (G)  suivant 
que  les  points  G^  et  Q  sont  situés  d\in  même  côté  ou 
de  part  et  d'autre  de  la  droite  A. 

Les  constructions  données  aux  paragraphes  pré- 
cédents donnent  encore  d'aulres  définitions  simples  de 
la  cubique  (G);  on  a,  par  exemple,  les  deux  sui- 
vantes : 

Étant  donnés  deux  points  R  et  Q  et  une  droite  0,Y 
perpendiculaire  à  RQ,  on  mène  par  Q  une  droite 
variable  coupant  0(  Y  en  M  et  l'on  projette  li  en  T'sur 
la  perpendiculaire  élevée  en  M  sur  QM,  lieu  du  point 
d'intersection  de  MT  avec  la  perpendiculaire  élevée 
en  Q  sur  QT. 

Élant  donnés  deux  points  Gq  et  Q  et  une  droite  O,  Y 
perpendiculaire  à  GqQ,  on  considère  un  angle  droit 
variable  de  sommet  (^  dont  les  côtés  coupent  0,\ 
en  ÎNl  et  J,  lieu  de  Finlersection  de  Go  J  avec  la  perpen- 
diculaire élevée  en  M  sur  QM. 

6.  Distinguons  maintenant  les  deux  cas  où  Go  et  Q 
sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  part  et  d'autre  de  la 
d  loi  te  Oi  Y. 


(  93  ) 
Dans    ce   dernier   cas,    h  est  négalif;   posons    donc 
/>  =  —  b'  et  l'équation  (2)  s'écrit 

6'(è'-l-rt);T,2-i-«3ï2__  b'^r^'^=  o. 

Considérons  d'al)ord  le  premier  cas;   soit  0  la  droite 
d'équation 

et  prenons  Vhyperbolisine  (')  de  (C),  le  pôle  étant  le 
point  Co,  Taxe  la  droite  0.  On  obtient  l'éqnalion 


(4) 


(6-a)£r,  +a(^'+^^)^/|==o. 


lille  représente  une  hyperbole  ayant  Co  pour  centre  et 
dont  l'une  des  asvmptoles  D,  est  perpendicidaire  à 
l'axe  d'affinité. 

Si  l'on  considère  de  même  dans  le  second  cas  {fig.  6) 
la  droite  0'  d'équation 


^i/^ 


et  si  l'on  prend  encore  Ihyperbolisme  de  (C),  le  pôle 
étant  le  point  Cq,  l'axe  la  droile  0',  on  trouve 


(5) 


(6'+  a)ÎTi  +  «(î-^-  ^''^\/v  =  "• 


Cette  équation  représente  une  hyperbole  ayant  Cq 
pour  centre  et  dont  l'une  des  asymptotes  D,  est  perpen- 
diculaire à  0  .  On  a  donc  cette  nouvelle  définition  de 
la  cubique  (C)  : 

La    cubique^    lieu  des   centres    de   couibuie  aux 

C)  \oir  le  Traité  des  courbes  spéciales  remarquables  de 
M.  Gomés  Teixeira,  t.  I,  p.  96,  99,  i5i;  voir  aussi  Nouvelles  An- 
nales, 1915,  p.  4o3,  .Î20;  1916,  p.  ~\  et  83. 


(94  ) 
points   corrcspondanls    cViine   famille   de    courbes 
affines  est  Vanti-hyperbolisme  d' une  hyperbole  (H), 
le  pôle  étant  le  centre  de  (H)  et  Vaxe  une  perpen- 
diculaire à  Vune  des  asymptotes. 

Fi  g.  6. 
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Dans  le  premier  cas  considéré,  la  seconde  asymp- 
tote Da  de  (H)  est  la  droite  qui  joint  Go  à  la  projection 
de  Q  sur  5  ou  la  symétrique  de  cette  droite  par  lapport 
à  O,  X,  suivant  que  le  point  Cq  se  trouve  entre  O,  et  Q 
ou  au  delà  du  point  Q. 

Dans  le  second  cas  considéré,  la  seconde  asymptote 
est  la  symétrique,  par  rappori  à  0,X,  de  la  droile  qui 
joint  Co  à  la  projection  de  Q  sur  o'. 

La  construction  de  la  tangente  en  un  |)oint  G  de  la 
cubique  (G)  résulte  immédiatement  de  ce  qui  pré- 
cède : 

La  parallèle  à  A  menée  par  le  point  g  où  CoC 
rencontre  o  {ou  B'),  coupe  en  l  celle  menée  par  C 
à  CoQ.  Soit  h  le  symétrique  de  Cq  par  rapport  au 
point  où  la  parallèle  menée  par  l  à  D.^  rencontre  D,  ; 
la    tangente   en  G   à   (G)  passe  par  V intersection 


(  9'^  ) 
de  hl  avec  la  droite  qui  joint  g  à  la  projection  de  (> 
sur  D, . 

Dans  chacun  dos  deux  cas  considérés,  la  délermi- 
nalion  directe  de  (H)  est  d'ailleurs  aisée. 

D'après  l'équalion  (4),  dans  le  premier  cas,  l'un  des 
points  de  (H)  où  la  tangente  est  parallèle  à  o  a  pour 
coordonnées 

Ce  point  est  donc  à  Tintersection  de  la  parallèle 
menée  par  Oi  à  Da  avec  celle  menée  à  A  par  le  symé- 
trique de  O,  par  rapport  à  Co- 

Au  moyen  de  l'équation  (3),  on  trouve  aisément  que 
la  cubique  (C)  a  dans  ce  cas  deux  points  d'inflexion  l 
situés  sur  la  droite 

46^    . 


^- 


6' 


la  distance  de  Co  à  cette  droite  vaut  quatre  fois  celle 
de  Co  à  A. 

Dans  le  second  cas,  l'hyperbole  (H)  est  immédiate- 
ment déterminée  puisqu'on  connaît  ses  asymptotes  et 
l'un  de  ses  points;  on  voit,  en  effet,  d'après  l'équa- 
tion (5),  qu'elle  passe  par  le  point  d'ijitersection  0( 
de  mM  avec  l'axe  d'affinité. 


(  96  ) 


NECROLOGIE. 


Gaston  DARBOUX. 

C'est  une  grande  perle  que  la  Science  française 
vient  de  faire,  le  23  février  dernier,  jour  du  décès  de 
Gaston  Darboux. 

Il  était  né  à  Nîmes  le  i3  août  1842.  En  1S61,  il  fut 
admis  premier  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole 
Normale  supérieure,  pour  laquelle  il  opta. 

Pendant  six  années  professeur  de  Mathématiques 
spéciales  au  Lycée  Louis-le-Grand,  il  devint  profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences,  el  suppléant  de  Joseph 
Bertrand  au  Collège  de  France. 

Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  pendant  plusieurs 
années,  élu  à  l'Académie  des  Sciences  (Section  de 
Géométrie)  en  1884,  il  en  était  secrétaire  perpétuel 
depuis  1900. 

Nous  ne  saurions  entreprendre  ici  une  analyse,  ni 
même  une  énumération  des  travaux  qui  constituent 
son  œuvre.  Le  nombre  des  Mémoires  et  des  Ouvrages 
qu'il  a  publiés  est  considérable.  Presque  tous  se  rap- 
portent à  l'Analyse  et  à  la  Géométrie,  sciences  dont  il 
savait  merveilleusement  utiliser  les  ressources  pour 
parvenir  à  la  vérité,  loin  de  vouloir  les  opposer  Tune  à 
l'autre,  ou  tenter  d'établir  entre  elles  une  sorte  de 
hiérarchie,  forcément  injustifiée. 

Rappelons  en  terminant  que  Darboux  avait,  en  1870, 
fondé  le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  dont 
il  a  gardé  la  direction  jusqu'à  sa  mort. 

La  Rédaction. 


(  97  ) 


SOLUTIONS  DE  OIIESTIO\'S  PUOPOSÉES. 


1809. 

1898,   p.  484.  ) 


Les  solutions  communes  aux  deux  équations 

F(/>,  q,  z)  =  o, 
F,(r,  s,  /,  p,  q,  z)  =  o, 

la  seconde  n'étant  pas,    bien    entendu,    une    conséquence 
de  la  première,  sont  de  la  forme 

z  =  o{mx  -\-  ny), 
m  et  n  étant  deux  constantes .  A.  Pellet. 

Solution 

Par  l'auteur. 

Lorsque  les  dérivées  partielles,  p  el  <y,  d'une  fonction  z  de 
deux  variables  x.  y,  sont  des  fondions  de  z,  cette  fonction  z 
est  de  la  forme  tD{nix -\-  ny),  ni  et  n  étant  des  constantes. 

En  effel,  la  relation  -—  =  — ^>  qui  résulte  de  ce  que  p  gI  q 
oy        ox  111 

sont  les  deux  dérivées  de  z,  devient 

dp  dq 

^d-z=Pdz' 
d'où 

q  =ap, 

a  étant  une  constante.  Portant  dans  la  différentielle 

dz  ^=  p  dx  -t-  q  dy , 

elle  devient 

dz  =^  p{  dx  +  a  dy  )  ; 

Ann.  de  Matliémat.,  4°  série,  t.  XVII.  (Mars  1917.)  8 


(98  ) 


et  enfin  on  a 


/ 


"  dz 


=  a:  +  a  y  -h  b, 


a  el  b  étant  des  constantes. 

Si  la  fonction  z  satisfait  aux  deux  équations 

F(/^  q,  -)  =  o,         F,(r,  5,  t,  p,  q,  z)  =  o, 

elle  satisfera  à  une  autre  équation 

^tip,  q,  -)  =  f>, 

et  par  suite/?  et  q  seront  des  fonctions  de  z.  Dérivons  F  =  o 
par  rapport  à  j:  et  jk,  on  obtient  deux  équations  entre  /•,  s,  t\ 
la  dérivation  de  celles-ci  donne  trois  équations  entre  les 
dérivées  troisièmes  de  *,  el  la  dérivation  de  Fj  =  o  en  donne 
deux;  l'élimination  de  c«s  dérivées  troisièmes,  au  nombre  de 
quatre,  conduit  à  égaler  à  zéro  un  déterminant  qu'on  suppose 
n'être  pas  identiquement  nul  en  vertu  de  F  =  o.  On  a  ainsi 
quatre  équations  entre  r,  s,  t  et  l'élimination  de  ces  trois 
quantités  conduit  à  l'équation  F2(/>,  g,  -z)  ^  o.  On  retombe 
ainsi  sur  le  cas  étudié  au  début. 


1843. 

(1500,  p.  191.) 

Appelons  second  centre  ue  courbure  dune  courbe  en  un 
point  M  le  centre  de  courbure  de  la  développée  au  point 
où  elle  est  touchée  par  la  normale  en  M.  Le  lieu  des 
seconds  centres  de  courbure  des  courbes  triangulaires 

AX'«+  BY'«+  CZ'«=  o 

tangentes  en  M  à  une  droite  donnée  MT,  lorsque  m  varie, 
est  une  parabole  passant  par  M  et  admettant  1\IT  pour 
diamètre.  A.  Pellet. 

Solution 

Par  l'auteur. 
Soit 

y  =  —  X-  +  --r  x-^  -^  . .  . 
l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  ses  coordonnées  normales 


(  99  ) 

(la  langenle  et  la  normale)  en  un  point  que  l'on  prenil  |)Our 
origine.  L'enveloppe  de  la  normale  aux  points  voisins  de  l'ori- 
gine, X  —  x-h y'(^  —  y)  =  o,  est  donnée  par  les  équations 


,,  I  -4-  V  2  ,  f, 

y  a        a^ 

n-y-  ,    «I  , , 

\  —  X j. —  y  =  —  X'  -\- . 


Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  de  cette  en\eloppe 
correspondant  au  point  j:  =  o  sont 

a*  a 

Les  courbes  de  la  famille 

AX"'-i-BY"'+  CZ'«=  o, 

tangentes  en  M  à  une  droite  IMT,  lorsque  m  varie,  rapportées 
à  la  droite  MT  et  à  la  perpendiculaire  menée  par  M  à  cette 
droite,  ont  pour  équation  (vow  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, Construction  des  rayons  de  courbure  d'une 
classe  de  courbes,  t.  XXXV,  1907) 

(i  —  m)b     „       (i  —  m)  {bi  m ->r- bi)     , 

y  =   —  x^-  -+-  ^ '-—^ x^  + 

Ainsi  on  a  pour  ces  courbes 

a  =  (i  —  m)b,         ai  =  (i  —  m)  {b^m  ~{-  b-); 

^        a\         b\  m  +  /^2  V        '  ' 

A.  =  — -  = . .  . .  »  1 


a-5        (i  —  m)262  a        (1—  ni)b 

L'élimination  de  m  conduit  à  la  parabole 

(6l+62)èY2=-è2X  +  6iY, 

dont  l'axe  est  parallèle  à  la  droite  MT. 

1882. 

11900,  p.   ^72.) 

Étant  données  deux  paraboles  focales  l'une  de  l'autre 


(    Joo  ) 

dajis  l'espace,  la  surface  réglée  engendrée  par  une 
droite  s' appuyant  sur  ces  deux  paraboles  et  parallèle  à 
un  plan  passant  par  l'axe  commun  des  paraboles  est  un 
conoïde  droit.  A.   Pellet. 

Solution 
Par  l'auteur. 

Soieiil  les  deux  paraboles 

z  =  o,         y'^=ipx\ 
y  =  o,  z^  =  ^ — -xpx-^p^: 


focales  ries  paraboloïdes 


y- 


IX  -t-'X  =:  O. 


Le  plan  niy  -\-  n  z  —  «f  =  o,  où  u  est  variable,  parallèle  à 
l'axe  commun  des  paraboles,  qui  est  l'axe  des  .r,  coupe  ces 
paraboles  aux  points 


5=0, 


u 


m 


y 

y  =  o, 


npm- 


1     /h2 


La  droite  qui  passe  par  ces  deux  points  engendre,  quand  u 
varie,  le  conoïde  considéré.  Il  s'agit  de  montrer  que  le  plan 
mené  par  cette  génératrice,  perpendiculairement  au  plan 
directeur  my  -^  nz=^o^  passe  par  une  droite  fixe.  L'équation 
de  ce  plan  est 


X 

o 
u- 


ipm'^ 
u- 

2/7/1- 


y    ^ 


(    'o.    ) 
Une  transformation  facile  permet  de  l'écrire 


pn- 


»2   /    '  I 

■2  p  \  m-        n^ 


y 
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G 
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Divisons  les  termes  de  la  dernière  ligne  horizontale  par   m, 
et  développons,  en  posant 


ip 


P_ 

■ïii 


vient 


Ainsi  les  génératrices  s'appuient  sur  une  droite  perpendi- 
culaire au  plan  directeur  et  qui  rencontre  l'axe  commun  des 
paraboles  en  un  point  situé  entre  leurs  sommets. 


2056. 

(  1906,  p.  5-5.) 

Trouver  le  minimum  de  la  plus  courte  distance  des 
cercles  osculateurs  aux  sommets  situés  sur  le  grand  axe 
et  le  petit  axe  d'une  ellipse,  pour  les  ellipses  ayant  même 
cercle  de  Monge  ou  même  axe.  A.  Pellet. 


Solution 
Par  l'autkuk. 


Pour  l'ellipse 


Z! 

62 


i  =  o         (aî>6î), 


la  plus  courte  distance  des  cercles   de  courbure   au    sommet 
situé  sur  le  grand  axe  et  à  celui  situé  sur  le  petit  axe  est 


?-?-v/(ï^^y-(''- ?)'="• 


(     102     ) 

Le  rapport  de  o?  à  la  difîérence  des  demi-axes  a  —  6, 

d  7-  b 

-■>  r  =  — 


Ce  rapport  va  en  augmentant  de|)iiis  /•  =  o  jusqu'à  /•  ==  i; 
pour  r  =  I,  il  est  égal  à  3  —  i  /a.  Pour  a^-i-  b-  constant,  ce 
rapport  acquiert  sa  plus  grande  valeur  pour  a  =  b. 

2062. 

(1907,  p.  95-1 

Soit  p   un  nombre  entier  qui  divise   l'un  des  nombres 

■2   -    H-  1,  '2   '^    —  ï  et  qui,  écrit  dans  le  système  de  numéra- 

.2/'-i  — I 

tion  binaire,  a  n  chiffres.  Le  nombre  •■,  écrit  dans 

•"  p 

le  même  système,  présente  en  son  centre  (n  —  i)  chiffres  \ 

encadrés  de  deux  zéros,  ou  bien  (n  —  i)  zéros  encadrés  de 

deux  chiffres  i.  R.  A.msler. 

Solution 
Par  M.  A.  Gérardin. 

On  sait,  d'après  "le  théorème  de  Fermât,  que  p  doit  être 
premier,  puisque,  d'après  l'énoncé,  il  doit  avoir  n  chiffres  en 
numération    binaire;    il    doit    donc    s'écrire     en    numération 

décimale 

p  =  2"-i  -i-  h -i" -h  \ , 

h  étant  un  entier,  et  (n  —  i)  étant  le  plus  haut  exposant  du 

développement  décimal   de  p.   Le  nombre    N  =  — (2^-1  —  i) 

sera  représenté,  en  binaire,  parle  quotient  de  2"-^'^ -\- h  2" 
unités  par  un  nombre  de  n  chiffres,  formé,  en  général, 
d'unités  et  de  zéros. 

La  démonstration  semble  difficile,  d'une  manière  générale; 
mais  on  arrivera  facilement  à  des  cas  intéressants,  en  se  don- 
nant h  et  a. 

Supposons  ainsi 

p  —  ■2"  —  3  =  2"-!  +  2«-2  +  .  .  .-f-  2^—  I. 


(   >o3  ) 
Voici  les  premiers  termes  du  développement  décimal  de  N  : 


•2- 


-3n— 1  _i     .yl"  ~iii 


Le    nombre    des    chiffres   de    N    en    binaire   égale  p  —  n\    ce 
nombre  N  doit  être  formé  en  général  de  la  manière  suivante  : 

à  partir  de  la  droite  : n  chiffres  différents,  unités  ou 

1 

zéros,     puis    {n  —  i)    chiffres    semblables    au    centre,    enfin 
— Il  ciiiffres  différents;   le  rang  du   premier  chiffre  du 

centre  est  donné  par  9.-""'— ',  et  le  dernier  par  a^"  '-«— i. 

Les  solutions  se  partagent  en  deux  groupes  :  celui  où  N  est 
symétrique  sera  étudié  dans  la  réponse  20G3;  les  autres  valeurs 
Ae  p  premier  donnent  une  solution  à  2062. 

Voici  quelques  exemples  : 

/i  =  4,  p  =  {"i       ou       iioi,  N  =  iooiiioii; 

«=5,  />=iiiot,  N=:i  ooo  1  I  o  I  oo  1 1 1 1  o  1 1 1  oo  I  o  1 1  ; 

«  =  6,  p  =  i^^ — 3  =  6i       ou        iiiioi; 

n  =  9,  p  = -2^  —  3  =  5oç)       ou       iiiiiiioi,  ...: 

/>  =  ig       donne       N  =  i  loio  1 1  1 1  ooioi . 

On  pourra  consulter  le  Sphinx-Œdipe,  1908-1909,  articles 
de  MM.  Ern.  Lebon  et  A.  Gérardin,  p.  8i-83  et  97-n2. 

Les  plus  petites  solutions  sont  :  />  =  i3,  19,  "23,  29,  37,  ^i, 
47,  53,  59,  61,  G7,  71,  79,  ...  pour  N  dissymétrique  en  bi- 
naire. 

2063. 

.  (1907,   p.  95.) 

p   étant    premier,   cliercher    les    nombres    qui, 

pi 

écrits  dans  le  système  de  numération  binaire,  présentent 
une  symétrie  parfaite.  R.  Amslek. 

Solution 
Par  M.  A.  Gkrardin. 

Je  ne  puis  donner  qu'un  très  bref  résumé  des  résultats 
obtenus,  en  disant  quelques  mots  de  cas  particuliers. 


(  -04  ) 

Premier  cas.  —  p  premier  en  décimal  et  symétrique  en 
binaire  : 

I.  Supposons  /)  =  2" — I,  formé,  en  binaire,  avec  n  chif- 
fres I.  N  =  —  [2/'    ' — i]   sera,  dans   la  même   numération,   le 

quotient  de  2"  —  2  chiffres  i  par  p.  Ce  nombre  N  s'écrira  donc 

2"  —  2       . 
avec  — chiffres  i  séparés  chacun  par  un  groupe  de  (n  —  i) 

'>  "  —  2 
zéros,  le  nombre étant  entier,  d'après  le  théorème  de 

Fermât,  pour  n  premier.  On  voit  donc  que  : 

Lorsque  p  ■=  1" —  i  est  un  nombre  de  Mersenne premier, 
c'est-à-dire  lorsque  n  =  2,  3,  5,  7,  19,  3i,  61,  89,  107  et  127, 
on  aura  une  solution  du  problème,  et  voici  la  liste  des 
douze  valeurs  minima  : 

/»  =  3,  7,  3i,    127,  8191,    i3io7i,  324827,  2i47483647, 
2  3o5  843009213  693951,  618970019642690  137449^62  III, 
162  239  276  829  2i3  363  391  578  010  288  127, 
et 

170  14  I  i83  408  469231  73 1  687303  715  884  io5  727. 

Au  centre,  on  voit,  en  binaire,  un  groupe  de  (n  —  1)  zéros 
encadrés  de  deux  groupes  de  i   unité. 

II.  Supposons  maintenant  p  =  2>+  i.  Pour  que  p  soit  pre- 
mier, il  faut  que  y  =  1"  ;  p  est  alors  un  nombre  de  Fermât. 
On  sait  que  ^^>*a■^'^-\-  y  est  toujours  composé,  5  excepté  (Euler, 
puis  Aurifeuille  ),  et  que  22^+1  -i-  i  est  toujours  multiple  de  3. 
On  aura 

2"-'"  —  l 


ou  en  numération  binaire  le  quotient  d'un  nombre  formé 
de  2-"  unités  par  un  nombre  ayant  (2" —  i)  zéros  encadrés  par 
deux  chiffres  i.  Le  nombre  l\  cherché,  symétrique  en  binaire, 
sera,  à  partir  de  la  droite,  formé  de  2"  unités,  puis  de  2"  zéros, 
et  ainsi  de  suite,  périodiquement.  Le  nombre  des  chiffres  de  N 
ajouté  à  celui  de  />,  écrits  en  binaire,  est  de  2^"+i;  le 
nombre  des  chiffres  de  p  est  2"+  i  et  celui  des  chiffres  de  N 
est  donc  2"(2-"~" —  i). 


(    'o5  ) 

Le  nombre  des  groupes  (de  cliiiTres  i  et  de  zéros)  qui  com- 
posent N  est  de  (2^"-" —  1)  et  chaque  groupe  est  formé  de 
■}."  termes,  unités  et  zéros,  successivement.  Il  y  a  i-"-"-!  groupes 
de  cliiffres  1  et  2^"-"—' —  1  groupes  de  zéros  intercalés. 

On  voit,  au  centre,  ■>"  zéros  encadrés  de  deux  groupes  de 
2"  unités.  La  solution  />  =  3  est  déjà  connue. 

Lorsque  p  =  2-"  -+-  i  est  un  nombre  de  Fermât  premier,  ce 
qui  a  lieu  pour  u  =  o,  i,  2,  3,  4  ou  bien  /?  =  3,  5,  17,  237, 
65537,  on  aura  quatre  solutions  nouvelles;  il  n'y  a  pas 
d'autre  solution  pour  p  ayant  en  numération  décimale 
moins  de  cent  vingt  chiffres.  Le  nombre  des  chiffres  de  N, 
en  binaire,  est  successivement  1,  2,  12,  248,  6552o, 

IIL  Supposons  maintenant  p  premier  de  la  forme 

22-r  -I-  .2-^  -f-  I  ; 
on  aura 


N  = 


■yiX  . 


qui  sera,  en  binaire,  le  quotient  d'un  nombre  formé  de 
2^^-4-2^  unités  par  le  nombre  p  formé  de  ïx  —  i  chiffres 
ayant  une  unité  au  centre,  une  à  chaque  extrémité,  séparés 
par  deux  groupes  de  (x  —  i)  zéros  intercalaires. 

Le  noiiibie  des  unités  de  ce  numérateur  est  toujours  le 
double  d'un  triangulaire;  le  nombre  symétrique  N  cherché  est 
formé  par  un  premier  groupe  de  .r  unités,  puis  ix  zéros,  ceci 
formant  un  groupe  périodique  à  partir  de  la  droite;  le  nombre 
des  chilTres  de  N  sera   >.--^ — i-^ — -xx;  le  nombre  des  périodes 

22-r-H  -i^ ÏX  .    . 

complètes  sera  >  ce  qui  impose  x  =  i  ou  encore 

'  3rr 

X  égal  à  un  multiple  impair  de  3.  Ceci  nous  donne  une  seule 

nouvelle  solution  jr  =  3,  />  =  73  ;   il  n'y  en  a   pas  d'autre  pour 

p  inférieur  à   un  milliard.  Au   centre,  jx  zéros  encadrés  de 

deux  groupes  de  x  unités. 

IV.  Supposons/?  premier,  symétrique  en  binaire  et  infé- 
rieur à  2000.  Ceci  englobe  toutes  les  formes  particulières 
précédentes.  Je  trouve  les  seules  solutions  possibles  suivantes  : 
/>  =  3,  5,  7,  17,  3i,  73,  107,  127,  257,  3i3,  443,  1193,  1453, 
1571,  1619,  i83i  et  1879.  En  effet,  ces  nombres  s'écrivent,  en 


(   io6  ) 

numération  binaire  : 

II,     lOI,     III,     lOOOl,       II   III,      lOOlOOI,     I  III  III,      lOOOOOOOI, 

I  oo  I  I  I  oo  I  ,    1  I  o  I  I  I  o  I  I ,     I  o  o  I  o  I  o  I  oo  I  _    I  o  I  I  o  1  o  I  I  o  I , 
IIOOOIOOOII,      IIOOIOIOOII,     IIIOOIOOIII,      IIIOIOIOIII. 

Parmi  ces  valeurs,  il  ne  reste  à  étudier  que  p  =  107,  3i3,  443, 
1193,  1453,  1371,  1619,  i83i  et  1879.  On  sait,  d'après  le 
théorème'de  Plateau,  que  tous  ces  nombres,  écrits  en  binaire, 
divisent  des  nombres  formés  entièrement  d'unités;  il  reste  à 
vérifier  que  ces  nombres  remplissent  les  conditions  du  pro- 
blème spécial  posé  ici. 

Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  p  premier  et 
dissymétrique  en  numération  binaire.  Ayant  trouvé  une 
solution  pour  />  =  i  i  =  2^-1-  a'  -t-  [,  j'ai  essayé  la  forme  p  pre- 
mier égal  à 

1  -1-  a'  -h  2^  -t-    J.S  -I-  .  .  .  -t-  2'-^-3  -f-  ■î'^X-\  ; 

en  écrivant 

y?  =   I  -H-2(i  -4-  4  ^-  16  -I-.  .  .-h  22j:-2) 

—  H-  2(1  -f-  u  -^   u--^.  .  .4-  i<^-i), 


on  aura 


U^~\                           4^—1            -i-i^  +  l  -4-  I 
p  =^  l  -r-  1.  =    1-1-2 = 


on  aura  p  premier  pour  a;  =  2,  3,  5,  6,  8,  9,  1 1,  . . . ,  ce  qui 
donne  /?  =  ii,  43,  683,  2731,  43691,  174763,  2796203,  .... 
Ainsi 


J(22x+a  +  ,) 


1 

2' -1-  22-f-  0.3-1-.  .  .-1-2  3  -1-2 


-,^      +1— 81  _|223r  +  l_r, 

3 


I  +  2'  H-  2^  -U  2»  -h  ...  H-  22-r-3  H_  .,;lx-\ 

En  numération  binaire,  ]\  sera  représenté  à  partir  de  la 
droite  par  i,  puis  o,  ensuite  {'ix  —  i)  unités,  un  zéro,  une 
unité,  enfin  un  groupe  de  (207  —  i)  zéros,  ce  groupe  complet 
étant  périodique.  N  contient  au  centre  {-ix  —  i)  unités  enca- 
drées de  deux  groupes  de  i  zéio. 


(   '«;  ) 

On  voit  ainsi,  en  passant,  que 

•>> jT+î  —  I  =  (  -iix-^-i  —  I  )  (  2"+>  -h  I  ) 


(  ■2^-^+-  -^  -i--^  -(-  .  .  .  -4-  y-2  -h  I  ) 


OU  encore 


M^  =2  1'/  —  l    —    -{7.1-^^  -+-  2?-'  +  .  .  .  +  -22  +  l). 


La  méthode  la  plus  rapide  pour  vérifier  la  valeur  de  N  en 
numération  binaire  semble  être  celle  de  la  décomposition  en 
ses  facteurs  binaires  de  l'expression  o/'— '  —  i. 

Je  n'ai  pas  trouvé  d'autre  valeur  de  p  premier  inférieur  à 
loo  en  numération  décimale,  symétrique  ou  dissymétrique, 
N  étant  la  valeur  en  numération  décimale,  et  B  en  binaire  : 


3 

N 

=  I 

B  = 

I 

5 

3 

1 1 

7 

9 

lOOI 

II 

93 

loi  I  lOI 

17 

3855 

m  100 001  III 

Les  trois  autres  solutions/)  =  3i,  43,  73  donnent 
N  =  34636833,   102280151421       et       64  689951  820  i32  126215 
et  dans  l'ordre 

B  =  loooo  10000  lOOOO  lOOOO  lOOOOI. 

La  valeur  binaire  B  pour  /?  =  43  peut  s'écrire 
B  =  lOUOl  z  lOUOl  ziouoi, 

u  étant   un    groupe   de   cinq   unités   et  z   un   groupe  de  cinq 
zéros. 

Pour  p  =  73  enfin,  B  s'écrit 

B  =  uzuzuzuzuzuzuzu, 

u    étant  un   groupe   de   trois   unités,  et   Z  un   groupe   de   six 
zéros. 

La  somme  des  unités   du  nombre  B  semble  être  en  général 
un  sous-multiple  du  nombre  ( /j  —  i)  éciit  en  décimal. 


(   io8  ) 

On  peut  généraliser  cette  question.  On  a,  par  exemple,  en 
numération  ternaire, 

N=  -i  (3/^-1  — I) 
P 

symétrique  pour />  =  >,  puisque  N  s'écrit  alors  121. 

2118. 

(1909,  p.  loo.) 


L'équation  x  —  e  sin(/n  -r  x)  =  o  peut  s'écrire 

I          m\         p  -\-  e  m 

tang  (  a:  H )  = tan  g  — 1  ou 


1 


Construire  le  lieu  de  V intersection  des  droites  menées 
par  les  extrémités  A  e/  B  du  segment  AB  ^=  e  et  faisant 
avec  ce  segment  respectivement  les  angles  m  et  m  +  x. 

A.  Pellet. 

Note  (  '  ) 
Par  l'auteur. 

L'identité  des  deux   équations   est    facile    à   vérifier.   Il   en 

résulte  que  si,  sur  le  segment  AB  =  e,  on  fait  un  angle  égal 

à  m,  et  si   l'on  prend  AM  =  p,  l'angle  AMB  est  égal  à  x.  Ce 

fait  m'a   paru   curieux,   et   avantageux   pour  le  calcul   de    x^ 

e  .  . 

0  variant  entre  i  et  -. Le  lieu  du   point  M   lorsque  m  varie 

'  sine 

est   tangent   au   cercle  de  rayon   i    aux    points   d'intersection 

avec  la  droite  AB,  le  centre  étant  au  point  A,  et  au  cercle  de 

rayon    14- sine  au   point   correspondant   à   //«  =  —  —  e,    pour 

lequel  x  ^  e. 

2120. 

(1909,  p.  100.) 

On  donne  une  sur/ace 

X+Y  +  Z=:l, 

X  étant  fonction  de  la  seule  coordonnée  x,X  de  y,T.  de  z: 
(')  Voir  solutions  précédentes  1915,  p.  578;  1916,  p.  174. 


(   109  ) 


trouver  les  (rnnsfnrniées  te/les  que  les  systèmes  conjugués 
se  correspondent  sur  la  surface  et  sa  transformée. 

A.   Pellet. 

Note 
Par  l'auteur. 

Soient  u  et  v  les  paramétres  de  deux  familles  conjuguées  sur 
la  surface  X  -+-  Y  -i-  Z  =  i  ;  on  a 


y  in>    y  II   Yv 

-Il      -'     .' 

^  Il  a  -^  //  '»'  u 


et,  en  différenliant  l'équation  de  la  surface, 

X'j-,',  -H  \'y',i->r  Z'^,',  =  o,  X\r'j,-|-  Y'j'^,-h  T! z\,  —  o, 

Il  en  résulte  que  la  dernière  équation  se  décompose  en  deux 
et  l'on  a 

X'a7',t,-I-  Y>;,,,Z'^';,,,  =  o,       Y"x'„x[,  +  X"y'„y'^,^Z"z.'„z'^=  o. 

Effectuons  la  transformation  faisant  correspondre  à  x,  y,  z 
le  point  9(ar),  '\i(y).,  yj^)-  Pour  que  u  et  v  soient  les  para- 
mètres de  deux  familles  conjuguées  sur  la  nouvelle  surface,  il 
faut  que  le  déterminant 

<f'x',[^,-+  ^"x'^x',,     6>;,^,-+-  'Y'y'.^y',,     -y'zl^-h  -/''z',,  z[. 


9  ^n 

o'x' 


y.  -u 


Divisant  les  colonnes  verticales  par  cp',  ^\  y'  respectivement, 
on  voit  que  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  le  déterminant  soit 
nul,  qu'on  ail 

(p"X'  _  <Yr_  _  xvz; 

cp'X"  ""  JTT'  ~  yjv' 

Ces  rapports  doivent  donc  être  indépendants  des  variables 
et  égaux  à  une  même  constante  \y.  Donc  : 

cp'  =  a  X'H-,         -y  =  b  YV-,         y/  =  c  Z'M-, 
a,  b,  c  étant  trois  nouvelles  constantes. 


(     IIO    ) 
Soient,  par  exemple, 

on  aura 


9  =  « '  <l  =  b^ ,  X  =  c — 

1  ■■     _L    ¥  '  Il     _1_    I  '^  Il     -4- 


pu 

»  =:   rt 

[J.  -+-  I 

si  |Ji  ^  —  1 .  Pou  r  |ji.  =  —  I , 

(f  =  alx,  'b^bly,  y=:^clz. 

Soit  encore 

X  =  :rî,         Y=_/2,         Z=—z, 
il  viendra 

[JH-l  ^  fJH-  I  '^ 

Les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux 
surfaces. 

2160. 

(1910,  p.  3.i6.  ) 

Appelons  «  cercle  cylindrique  »  la  courbe  intersection 
d'un  cylindre  de  révolution  et  d'une  sphère  ayant  son 
centre  sur  le  cylindre.  Le  rayon  de  cette  sphère  sera  dit 
«  rayon  du  cercle  cylindrique  ». 

Etant  donné  un  cercle  cylindrique  quelconque,  montrer 
qu'on  peut  lui  inscrire  une  infinité  d'hexagones  gauches 
dont  tous  les  côtés  aient  pour  longueur  le  rayon  du  cercle 
cylindrique.  Ce  théorème  généralise  la  construction  clas- 
sique à  r  hexagone  régulier. 

Plus  généralement  encore,  étant  donnés  deux  cercles 
cylindriques  égaux  tracés  sur  un  même  cylindre  de  révo~ 
lution,  montrer  qu'il  existe  une  infinité  d'hexagones 
gauches,  dont  tous  les  côtés  ont  pour  longueur  le  rayon 
commun  des  deux  cercles  cylindriques,  et  dont  les  sommets 
se  trouvent  alternativement  sur  ces  deux  courbes. 

R.  Bricaud. 


(  •'•  ) 

Solution 
Par  l'Auteur. 

Je  dirai  que  quatre  points  d'un  cylindre  Ai,  Ai,  A3,  A^  sont 
les  sommets  d'un  parallélogramme  cylindricjue  quand, 
après  développement  du  cylindre,  ils  deviennent  les  sommets 
d'un  parallélogramme.  Cette  relation  géométrique  peut  être 
traduite  symboliquement  par  l'égalité 

Ai-f-  A3=  A.2-4- A;. 

Gela  posé,  soient  0,  O',  Ai,  A2  quatre  points  quelconques 
du  cylindre.  Marquons  successivement  sur  celui-ci  les  points 
A3,  A4,  A5,  ...  tels  que  0  A1A2A3,  O'AoAaAi,  OA3A4A5,  ... 
soient  des  parallélogrammes  cylindriques.  Je  dis  que  le  point 
A7  se  confond  avec  Ai. 

En  effet,  on  a  les  égalités  symboliques 

Ai-i-  A3=  O  -f-  A2, 

Aj-i-  A4=  O'-r-  A3, 

A3+ As=  o  +  A4, 
A4+A6=0'+A,, 
A3+ A,=  O  +A6. 

On  tire,  par  addition,  des  deux  premières  égalités, 

Ai+A4=0  +  0', 

et  des  deux  dernières, 

A44- A,=  O'^O, 
d'où 

A:=Ai. 

ce  qui  établit  la  proposition. 

Supposons  maintenant  que  O  et  O'  soient  les  centres  des 
sphères  contenant  les  cercles  cylindriques  égaux  G  et  G',  et 
que  Al  et  A2  appartiennent  respectivement  à  ces  deux  cercles, 
A1A2  étant  égal  à  leur  rayon  commun.  On  aura  construit  en 
A|  .\2  A3  A4  A5  As  un  hexagone  gauche  dont  les  sommets  appar- 
tiennent alternativement  aux  deux  cercles,  et  dont  tous  les 
cùtés   ont  pour  longueur   le   rayon   commun   de    ceux-ci.   Le 
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premier  sommet  Ai  peut  en  outre  être  pri?  arbitrairement 
sur  G. 

La  seconde  partie  de  l'énoncé  se  trouve  ainsi  démontrée.  La 
première  n'en  est  qu'un  cas  particulier,  celui  où  les  deux 
cercles  cylindriques  sont  confondus. 

2192. 

(  1912,  p.  3S6.) 

Déterminer  un  cône  dont  un  plan  cyclique  est  perpendi- 
culaire à  une  génératrice  et  à  la  fois  à  une  ligne  focale 
perpendiculaire  à  un  plan  tangent. 

Klug. 

Solution 

Par  Un  Abonné. 

L'énoncé  de  la  question  2192  n'est  pas  parfaitement  clair. 
Si  le  cône  rapporté  à  son  sommet  a  pour  équation 

vi^x,  y,  z)  désignant  une  forme  quadratique  homogène,  il  est 
certain  que  les  deux  conditions  imposées  sont  insuffisantes 
à  le  déterminer.  Il  convient  de  supposer  que  le  cône  est  rap- 
porté à  ses  plans  de  symétrie,  c'est-à-dire  qu'il  a  une  équation 
de  la  forme 

Soit  S  sa  trace  sur  le  plan  de  l'infini  et  G  l'ombilicale;  inter- 
section commune  de  toutes  les  sphères  avec  ce  plan.  Les  plans 
cycliques  de  (i)  passent  par  les  cordes  communes  à  S  et  à  G 
et  par  suite  la  première  condition  revient  à  dire  que  le  pôle, 
par  rapport  à  l'ombilicale,  de  l'une  de  ces  cordes  communes 
se  trouve  sur  S. 

On  sait  que  les  focales  d'un  cône  sont  perpendiculaires  aux 
plans  cycliques  du  cône  supplémentaire.  La  trace  du  cône 
supplémentaire  de  (i)  sur  le  plan  de  l'infini  est  la  polaire 
réciproque  de  S  par  rapport  à  l'ombilicale. 

Soit  S  cette  polaire  réciproque.  La  seconde  condition 
revient  à  dire  que  l'une  des  cordes  communes  à  G  et  à  ^  est 
tangente  à  S. 
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Ce  qui  précrrle  tésiillo  «le  le  f;iil  l)ien  connu  (jue  les  traces, 
sur  le  plan  de  l'infini,  d'un  plan  et  d'une  droite  perpendicu- 
laires sont  pùle  et  polaire  par  rapport  à  l'ombilicale. 

Au  point  de  vue  analytique,  les  plans  cycliques  réels  du  cône 
représenté  par  <  i)  ont  pour  équation 

c^ y-{a-  —  6-  )  —  b- :■-{  a- -^-  C-)  ^  o. 

L'une  des  sécantes  communes  à  S  et  à  C  sera  par  exemple 

cy  \/a-  —  b-  —  bz y/a' -4-  c^  =:  o, 

et  la  condition  pour  que  son  pôle,  par  rapport  à  C,  soit  sur  S 
donne 

(2)  c'(rt-— è2)  _  6Ha2 +- c«)  =  o. 
Le  cône  supplémentaire  de  (i)  a  pour  équation 

a''-x--T-  b'-y- —  c-z-  —  o. 
Les  équations  des  plans  cycliques  sont 

x^-ia-—  b-)  —  z^ib"^  -^  c^)==o; 
celle  (le  1  Un  d'eux  sera 

x^a- —  6^  —  z\/b^  ^-  c^  =  o. 

La  condition  de  contact  avec  S  donne 

(3)  a2(a2— 62)  — c2(62-4-c2)  =  0. 

Les  équations  (  1)  et  (3)  déterminent  les  rapports  des  coef- 
ficients de  l'équation  (ij  et  par  suite  le  cône  qu'elle  repré- 
sente. 

2203. 

(1913,  p.  288.  1911,  p.  4i8.) 

Si  -M  est  un  point  quelconque  d'une  conique  dont  A  est 
un  sommet,  a  étant  le  centre  de  courbure  répondant  à  ce 
sommet,  la  tangente  en  M  à  la  conique  coupe  la  tangente 
en  A  sur  la  perpendiculaire  menée  de  0.  à  la  corde  AAL 

-M.  d'Oc.^gne. 

Ann.  de  Mathemat.,  4'  série,  t.  X\  U.  (Mars  1917.)  9 
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Deuxième  solution 

Par  rx  Abonné. 

On  sait  que  si  un  cercle  el  une  conique  sont  tangents,  ils 
sont  homologiques.  Le  rentre  d'homologie  est  le  point  de 
contact,  l'axe  d'homologie  la  corde  commune  opposée  à  la 
tangente.  Ici  A  est  le  centre  d'homologie  et  la  tangente  AT 
en  ce  point  l'axe  d'homologie. 

Les  tangentes  au  cercle  et  à  la  conique  en  deux  points 
homologues,  c'est-à-dire  en  ligne  droite  avec  A,  concourent 
sur  AT  ;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Généralisation.  —  Si  le  cercle  au  lieu  d'être  osculateur  est 
simplement  tangent  en  A,  ce  point  est  toujours  le  centre 
d'homologie.  L'axe  d'homologie  est  une  droite  perpendiculaire 
à  l'axe  qui  passe  en  A,  par  raison  de  symétrie.  Soient  B  le 
sommet  opposé  à  A,  B'  le  second  point  de  rencontre  du  cercle 
avec  AB.  IM  et  iM'  étant  deux  points  homologues,  les  droites  BM 
et  B'M'  sont  homologues  et  se  coupent  sur  l'axe  d'homologie. 
De  plus  B'M'  et  AM'  sont  évidemment  perpendiculaires. 
Ainsi  :  Si  l'on  joint  un  point  I\l  d'une  conique  aux  extré- 
mités A  e<  B  d'un  de  ses  axes,  si  Von  prolonge  BM  jusqu'à 
sa  rencontre  avec  une  perpendiculaire  à  l'axe.,  la  droite 
abaissée  perpendiculairement  de  ce  point  sur  AM  passe  par 
un  point  fixe  de  AB. 

Ce  théorème  permet  de  construire  par  points  une  conique 
connaissant  deux  sommets  et  un  point  de  la  courbe. 

2223. 

I  191V,  p.  336.) 

Soient  M  et  M'  les  extrémités  de  deux  diamètres  conju- 
gués, F  et  F'  les  foyers  d'une  ellipse.  Trouver  le  lieu  du 
point  d'intersection  de  MF,  M'F'  ou  de  MF',  M' F. 

T.  Ono. 

Solution 
Par  UN  Abonné. 
Soit 

X2        Y2  _     _ 

"^  "^  "P  ~  '  ~  ^' 
l'équation    de   l'ellipse,  x   et  y  étant   les   coordonnées    de   M, 


(   "5  ) 
celles  de  M'  sont 


Nous  choisirons  les  signes  supérieurs.  Le  cas  où  l'on  prendrait 
les  signes  inférieurs  se  traiteiait  de  même. 
Les  équations  des  droites  MF,  M'F'  sont 


X        X  — c 

y        X  —  c 

a\          b(X^ 

-  c 

bx        —  ay  -i 

-bc 

Les  équations  résolues  par  rapport  à  .r  et  jk  donnent 

X  _  cY(aY -hbX  —  bc)  y        cY{aY  —  bX  —  bc 

â  "  a^  Y* -h  62  X2  —  b'^c^'  b  ~  a-^j^-^b^X^—b^c-i' 

d'où  pour  l'équation  du  lieu  du  point  d'intersection  des  deux 
droites  MF,  MF', 

c2_72  (  a  Y  +  6  X  —  6c  )2  -I-  c^  Y2  (  a  Y  —  6  X  —  6c2  ) 

—  (a-2  Y2+62X2— 62c2)  =  o. 

C'est  une  courbe  fermée  unicursale  du  quatrième  ordre 
admettant  OY  pour  axe  de  symétrie.  Les  foyers  F  et  F'  sont 
des  points  doubles,  les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points 
sont  des  droites  qui  les  joignent  aux  sommets  du  petit  axe. 
La  courbe  présente  un   troisième  point  double   situé  sur  OY. 

11  a  pour  ordonnée  — • 
'  a 

Le   lieu    du    point  d'intersection    des  droites   MF'  et    M'F 

s'obtient  en  changeant  dans   l'équation  précédente  c  en  —  c. 

2224. 

(1914,  p.  336.) 

Etant  donnés  deux  trian^^les  kBC,  k'  B'  C  ,si  les  parallèles 
menées  par  A',  B',  C  respectivement  à  BG,  GA,  AB, 
rencontrent  les  droites  B'G',  C'A',  A' B  en  trois  points 
coUinéaires,  de  même,  les  parallèles  menées  par  A,  B,  C 
respectivement  à  B'C,  C'A',  A'B',  rencontrent  BC.  CA,  AB 
aussi  en  trois  points  coUinéaires.  N.  Abramescu. 
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Solution 
Par  M.  T.  Ono, 

Soient  D,  E,  F  (')  les  trois  points  coUinéaires  où  les 
parallèles  menées  par  A',  B',  C  à  BC,  GA,  AB  rencontrent 
B'C,  C'A',  Â'B'.  On  peut  concevoir  le  triangle  ABC  comme 
formé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère  complet  ayant 
les  côtés  B'C,  C'A',  A'B',  DEF.  Alors  en  prenant  ABC  pour 
triangle  de  référence,  on  a 

(DEF) 
(B'C) 
(C'A') 
(A'B') 

Soient  maintenant  D',  E',  F'  les  points  oîi  les  parallèles 
menées  par  A,  B,  G  respectivement  à  B'C,  G' A',  A'B' 
rencontrent  BG,  GA,  AB  ;  on  a 

(AD')  -^ ' '^- - 


loi  -h  m 

P 

-+-  «Y 

= 

o. 

—  la  -i-  m 

P 

+  «ï 

= 

c», 

la—  m 

P 

-4- «Y 

= 

0, 

la  -h  m 

[i 

—  «Y 

= 

o. 

cl  -f-  an        am  -h  bl 

(BE')  L  +    ?^ =  o, 

am  -\-  bl        un  -H  cm 


(CF') 


^ 


bn  -+-  cm         cl  -\-  an 


On  voit  donc  que  les  trois  points  D',  E',  F'  se  trouvent  sur 
la  droite  : 

a  Ë  Y 

on  -h  cm        Ci  -+-  an        am  -i-  bl 

Autres  solutions  par  un  Abon>m';  et  par  M.  J.  Lemaire. 
2233. 

(1915,  p.  54.) 

Soient  A' B'C  les  pieds  des  trois  céviennes  AM,  B,\I,  CM 
du  triangle  ABG.  Trouver  V enveloppe  T  de  Vaxe  d'homo- 
logie  A  des  triangles  ABG,  A' B'C  quand  le  point  M  décrit 

(  '  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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une  courbe  S.  Kn  particulier  :  i"  quand  la  courbe  £  es/ 
une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC,  V  se  réduit  à 
un  point;  2°  quand  £  est  une  droite,  V  est  une  conique 
inscrite  au  triangle  ABC.  Étudier  la  transformation  MA; 
3°  quand  la  conique  S  est  une  conique  variable  d'un 
faisceau  passant  par  les  points  donnés  A,  B,  C,  D,  la 
courbe  V  se  réduit  à  un  point  qui  décrit  deux  droites. 

^.  Abramescu. 

Solution 
Par  UN  Abonné. 

Les  côtés  du  triangle  A'B'C  rencontrent  les  côtés  corres- 
pondants de  ABC  en  trois  points  qui  sont  les  conjugués 
harmoniques  de  A',  B',  G'  par  rapport  aux  sommets  de  ABC 
situés  sur  ces  côtés.  Si 

X        y        z 

sont  les  coordonnées  de  M,  l'équation  de  A  est 

X         y        z 

c'est-à-dire  que  ses  coordonnées  u,  v,  w  sont 

a  M  =:  P  ()  ^  Y  »'• 

Donc  si  le  point  M  décrit  une  courbe  /"(a,  fi,  y),  'a  droite  A 
enveloppe  une  courbe  correspondanle  qui  a  pour  équation 
tangentielle 

\U.       V       iV 

Depuis  la  création  de  la  géométrie  du  triangle,  la  corres- 
pondance entre  M  et  A  a  été  fréquemment  rencontrée  et 
étudiée.  Ces  deux  éléments  sont  dits  harmoniquenient  asso- 
ciés. 

Autre  solution  par  M.  T.  Ono. 


2234. 

(1915,   p.  H.) 

De    chaque  point  M    d'une  courbe  (Mj,   on   abaisse  une 
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perpendiculaire  MF!  sur  une  droite  fixe  A;  par  le  point  H 
on  mène  les  parallèles  HT  e^  HN  à  la  tangente  et  à  la 
normale  en  M  à  (M).  Lorsque  iNI  décrit  (M),  ces  deux 
droites  enveloppent  deux  courbes  (  T)  et  (IV).  Montrer  que 
les  deux  centres  de  courbure  de  ces  courbes  s'obtiennent 
par  la  construction  suivante  :  Soient  I  le  point  de  ren- 
contre des  normales  à  (T )  et  CS)  et  X  la  projection  sur  A 
du  centre  de  courbure  de  la  développée  de  M;  X'  le  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  I.  Les  projections  de  A'  sur  les 
normales  aux  courbes  (T)  et  (N)  donnent  les  centres  de 
courbure  cherchés  (cf.  Nouvelles  Annales,  juin  191 3,  ques- 
tion 2207).  F.   B\LITRAND. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Prenons  la  droite  A  pour  axe  des  x  et  soient 

a?  coso -i-jK  sin  o  — p  =0, 
—  X  ?in  <p  4- j'  coso  —  p'  =  o, 

la  tangente  et  la  normale  en  M  à  (M). 
La  droite  HT  a  pour  équation 

.V  coso  -1-/  sin  ~>  =  p  cos'^ci  — p'  sin  tp  cos(p. 

le  rayon  de  courbure  correspomlant  de  (T)  sera 

R-r  =(/?  -I- /)")(■)  si n^cf-  —  cos'-o  )  —  (/?'h-  />")  sin  ©  coscp. 

La  droite  H\  a  pour  équation 

—  :r  sincp  -t-^cosœ  =  />'  sin^o  — •/?  sin  '^  cosco, 

le  rayon  de  courbure  correspondant  de  (\)  sera 

R.\  =  3(yo  -t-yo")  sin  o  coscp  -f-  (/>'  H-  p'")  sin-'f, 

d'où  les  deux,  relations 

Rt  sin  o  -\-  R>-  cos<j)  =  'ip^  sin  (p, 
(  Rt  -I-  pi  )  cos<p  —  (  R\  —  pa)  sin  cp  =  o, 

pi  et  Pi  désignant  les  rayons  de  courbure  de  (M)  et  de  sa  dé- 
veloppée, d'où  la  construction  suivante  :  Ci  et  G2  désignant  les 
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cenlies  de  courbure  de  (M)  et  de  sa  développée,  la  parallèle 
à  Mil  nieuéc  par-  Ci  coupe  HN  en  l>;  prenons  sur  HN,  le 
point  BD  tel  que  IIB  =  BD  et  menons  par  D  la  parallèle  DA' 

à  Ox.  Prenons  sur  HT  un  segment  HK  équipollent  à  Ci  Cj, 
menons  par  E  une  parallèle  à  MX,  prenons  sur  HN  un  seg- 
ment HB'= —  HB  et  menons  par  B'  une  parallèle  à  HT;  ces 
deux  parallèles  se  coupent  en  E';  la  perpendiculaire  à  Ox 
menée  par  E'  couj)e  DA'  en  A';  les  projections  de  A'  sur  les 
normales  à  (T)  et  (N)  donneront  les  centres  de  courbure 
cherchés. 

Si  nous  remarquons  maintenant  que  les  quadrilatères 
AIC'HB',  CiC.2E'B'  sont  des  parallélogrammes,  nous  en  con- 
cluons que  les  parallèles  à  MH  menées  par  Cj  et  E'  sont  équi- 
distantes  de  Î\IH.  Nous  savons  d'autre  part  que  les  normales 
à  (T)  et  (  N)  se  coupent  sur  MH  au  point  I  tel  que  HI  =  pi  sin  tp; 
la  droite  DA'  est  donc  la  symétrique  de  Ox  par  rapport  à  I. 
Donc  si  la  projection  de  C2  sur  Ox  est  A,  les  trois  points  A, 
I,  A'  sont  en  ligne  droite  et  AI  =  lA',  ce  qui  démontre  la  pro- 
position. 


ANCIEiWES  QUESTIO\S  \0:\  RÉSOLUES. 


703  (1864,  176).  —  Déterminer  des  valeurs  entières  des 
quantités  x,  n,  r  : 

i"  Telles  que  la  somme 

x'-^  -h  ( X  -h  r-y  -\-  .  .  .  -\-  [x  -^  (  n  —  i)r]3 

soit  un  cube  ; 

2°  Telles  que  celte  somme  soit  le  cube  de  :r  -t-  nr. 

B.    BONCOMPAGNI. 

724  (1865,  i4')-  —  Étant  donnés  un  point  quelconque  O  et 
la  courbe  d'intersection  d'une  sphèie  et  d'une  surface  du 
second  ordre,  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  O  et  pour 
directrice    la    courbe    donnée    coupe   la    sphère    suivant    une 
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deuxième  courbe  située,  comme  la  première,  sur  une  infinité 
de  surfaces  du  second  ordre. 

Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  que  les  axes  de  cha- 
cune de  ces  nouvelles  surfaces  sont  parallèles  aux  normales 
qu'on  peut  mener  en  O  aux  trois  analla gmatiques  du  qua- 
trième ordre,  passant  par  ce  point,  qui  ont  pour  focale  la 
courbe  donnée.  Moutard. 

729  (1865,  i4ï)-  —  I^es  directions  des  axes  de  la  section 
faite  par  le  plan 

X  cosa  -^ y  cos  j3  -i-  z  cos y  =  )., 

dans  la  surface 

A.r*-H  A'j2  _f-  A"32-T-  2  B^^  -f-  ïB'sjr  -f-  i^" xy 

-+-  iÇaX  -h  iQ'  y  -V-  -i.Q," z  -!-  D  =  o, 

sont  données  par  les  intersections  du  plan 

X  cosa  -\~  y  cos  ji  -f-  ^  cos  y  =  o 
avec  le  cône 

(  Acos'^  p  -4-  A'cos^  a  — 2  B"cos  a  cos  P)(ar^sin-|B — j'-sin-a) 
-i-(  A  cos^y-f-  A' cos*  a  —  2  B' cos  a  cos  y)  (s*  si n- a  — jr^sin^y) 
-r-  (A'  cos*  y  -+-  A" cos*  p  —  2  B  cos  p cos  y)  (j/*  sin*  y  —  z'^  sin*  ,3)  =  o. 

J.-J.-A.  jMathieu. 


ERRATUM. 


1916,  page  4^6,  ligne  9.  en  remontant,  au  lieu  de  indescriptible, 
lire  inscriptible. 


(  «21  ) 


LRle] 


SIK  LE  MOIVEHEM  DE  LA  1IAXIVELLE 
ET  DE  LA  TIGE  GITDÉE; 

Far  m.  d'oCAGME. 


Soll  BB'  {flg-    I)  une  tige  guidée,  glissant  le   long 
de  Ox,  dont  l'extréniité  B  est  reliée  au  bouton  A  de  la 


manivelle  OA  Utnrnaut  aiiioiir  de  O  avec  une  vitesse 
angulaire  w  constanle.  11  s'agit  de  trouver  le  inaximiun 
de  la  vitesse  du  point  B.  Ce  prnblèuie  est  résolu  aua- 
lyLKjiiciiieul  d;ins  revcelleiil  Cuurs  de  Mécanique  de 
M.  Lecoruii  (  L.  I.  |).  i<S>).  Le  savant  auteur  aboutit 
([).  i83)  à  une  équation  dn  troisième  degré  de  (orme 
assez  compliquée  dont  il  indique,  au  reste,  une  solu- 
tion approchée  pour  le  cas,  conforme  aux  dispositions 
de  la  pratique,  où  la  longueur  de  la  bielle  atteint  cinq 
lois  envinui  celle  de  la  iuani\elle. 

Ann.  de  Matliéniat.,  '\'  série,  t.  X\  II.  (\vril  1917.)  'O 


(    i2a  ) 

Je  me  propose  de  faire  connaître  ici  une  solution 
géométrique  du  même  problème  qui,  grâce  à  un  choix 
diflérenl  de  l'inconnue  (l'inclinaison  de  la  bielle  au 
Heu  de  celle  de  la  manivelle  sur  la  lige),  aboutit  à  un 
résultat  de  lorme  très  simple.  J'emploie  d'ailleurs  les 
mêmes  notations  que  M.  Lecoruu  en  posant 

OV  =  /•,         AH  =  /.         ^  =  e,  AhO  =  o 

A  n  ' 

el  représentant  par  v  la  vitesse  du  point  B. 

Si  l'on  prend  le  centre  instantané  I  de  AB,  à  la 
rencontre  de  OA  et  de  la  perpendiculaire  élevée  en  B 
à  OB,  on  a  iuunédiatement,  puisque  la  vitesse  de  A 
est  rhi^ 

r  _  m 
7^  ~  Â7' 

d'où,  si  AB  coupe  Oy  en  H, 

V  —  OU  w, 

résultat  de|)uis  longtemps  classKpiç.  Puisque  o)  est 
constant,  le  maximum  de  v  a  lieu  en  même  temps  que 
celui  de  OH,  c'est-à-dire  pour  la  position  telle  que  la 
différentielle  diW)  du  dé])iacement  de  H  sur  Oy 
s'annule. 

Si  la  normale  en  H  au  lieu  que  décrit  ce  point 
(perpendiculaire  en  H  à  0))  coupe  en  N  la  normale  à 
l'enveloppe  de  AB  (perpendiculaire  abaissée  de  I 
sur  AB),  on  a,  en  vertu  d'une  formule  i)ien  coiinue. 

d(\l)        1I>, 
d{k)  "   Al 

ou,  en  remplaçant  d(\)  par  sa  valeur  rMclt, 

Cl{  II  )    =    — M  dt. 


(  '^.^  ) 

Tirons  la  [x-rpciKliciilalre  JK  à  Or.  \a\  li<;iire  OII.IK 
est  lioiut)tli<''li(|iic  (le  IIU3H  pour  le  pôle  A,  le  rap[)oil 

(I  lioiiiotli(''l  ie    t^laiil    -T^-    Si    donc    iioii>    inciious    Ol* 
A I 

per[)eiitliciilaire  a  AB,  puis  KL  [lerpeiulicMilaire  à  O  )', 

ees  deux  ligues,   prises   dans   la   première  (igure,  sont 

hoinoloyues  respectivement  de  OH  et  11  ^,  prises  dans 

la  seconde,  et  nous  avons 

Kl.  _  nA_ 
Tî\  ~   AI  ' 

ce  (|ui  montre  que 

d{H)=KL.o}dt. 

On  déduit  immédiatement  de  là  que  raccélérallon 

du   point   B,   donnée  par  — -^ — oj,   est   égale  à  KLw-. 

résultat  (-tabli  d'une  autre  façon  dans  mon  Cours  de 
Géométrie  de  l'Ecole  Polytechnique  (voir  notamment 
les  Feuilles  autographiées  de  la  deuxième  division 
i()i  2-i()i3,  p.  1()4)-  Mais,  pour  l'objet  qui  nous  occupe 
ici.  il  suffit  de  remarquer  que  la  position  correspon- 
dant au  maximum  de  c,  pour  laquelle,  nous  venons 
de  le  dire,  d(\\)  =  o  est  celle  qui  est  telle  que]sJu  =  o, 
c'est-à-dire  telle  que  le  point  K  se  confonde  avec  le 
pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AB. 
Piefaisons  la  ligure  dans  cette  hypotlièse  {fig.  2). 
.Nous  avons  immédiatement 

U.I   _  OA  _ 
ïïïï  ~  TTa  ~  '' 

Or 

l'.H  =  -il-,  0H=:rlaiii;3.  II.J  ==  ,r  siri^  o, 


(  'M) 

L'égalitc  [)rccc(lcalc  devient  donc 


,.-../ 


sin  'S,  \'  1  -h  sin-  cp  cos-  o  =  <?, 


sin-ci  +  sin^ 


sm"  o  =  e- 


Telle   est  réquation  qui  rcsoiit  le   i^roblèiiie.  Il  suflil 
de  remarquer  que,  si  ©o  t"^!^  1  inclinaison  de  la  bielle 


Fiu. 


sur  la  tige  lorsque  la  uuinixelle  est  perpendiculaire  à 
celte  lige  (valeur  maximum  de  es),  on  a  sinc3(,  =  t% 
pour  que  celte  équation  prenne  la  forme  peut-être  plus 
frappante 


sui^cû  -i-  sMi^œ  —  siii'^o  =  sin^a 


iO- 


Posant  sin'-c2  =  z  et  sin-Oo=  -Sq)  on  voit  que  Téqua- 
tion  à  résoudre  pour  avoir  le  maximum  peut  s'écrire 


o, 


équation  de  forme  très  simple  dont  il  est  aisé  d'ohlenii' 
(soit  par  les  procédés  d'approximation  connus,  soil  ])ar 
nomogramme)  Tunique  racine  comprise  entre  o  et  i. 
Pour  avoir  la  valeur  correspondante  de  i-'  donnée, 
comme  on  l'a  vu  plus  haut,  par  OHw,  il  suffit  de 
calculer  celle  de  OH,  donnée  elle-même  par 

OH  =  X  t;ui"o. 


(  ''-^  ) 

Toiil  revicul  donc  ù  calculer  £  (c"csL-;i-(lirc  OB  de 
la  figure  2),  en  fonction  de  co.  Or,  on  a  immédiatenienl 
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,7- 

II.) 

/                     Cda'^ 

x  -\-  X  sin-  o 


il  Dû 

cl.  pai-  siiilê. 


.r  =  /  coscpl  I  -r-  sin-  'i  ) 
OH  =  K'i'xwz  —  i\\\^-z\. 
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OtELOlES    PROPRIÉTÉS   IIÉTRIOLES    RES    FOYERS, 
DES  TA\GE\TES,  ETC.; 

Par    m.    F.    GONSKTH, 

Assistant  à  l'École  Polyleclinique  fédérale  de  Zurich. 


l.  Les  groupes  de  11  droites,  d  un  faisceau  de 
centre  F,  qui  sonl  apolcii'es  à  une  paire  de  droites  d ^ 
et  d-^  du  faisceau,  forment  une  involiition  (système 
linéaire  de  dimension  i  ).  On  les  obtient  tous  en  con- 
sidérant ûf,  et  (/o  comme  deux  groupes  de  11  droites 
confondues  et  en  formant  le  système  linéaire  que  ces 
deux  premiers  déterminent.  Je  supposerai,  dans  la 
suite,  que  la  paire  ^/,  r/2  est  isotrope.  On  sait,  en 
pareil  cas  ('),  que  les  paires  qui  lui  sont  apolaires 
(ou  harmoniques)  sont  rectangidaires. 

(')  Laguerre,  \ole  sur  les  foyers  {.\ouvelles  Annales,    i853). 


(  '^^fi  ) 

L'iuvolulion  des  groupes  apolaires  à  la  paire  d^  d. 
n'est  pas  modifiée  par  toute  transformation  projective 
du  plan  qui  laisse  cette  dernière  intacte,  d'après  ce  qui 
précède.  En  particulier  Tinvolution  des  apolaires  à  la 
paire  isotrope  de  F  ne  sera  pas  modifiée  par  une  rota- 
tion (Quelconque  du  plan  autour  de  F.  Par  conséquent 
les  groupes  de  celte  imolution  s'obtiennent  par  la 
rotation  de  V un  d''entre  eux  (rotation  réelle  ou  ima- 
ginaire). 

D'autre  part,  un  groupe  g  est  univoquement  déter- 
miné par  une  des  droites  qui  le  composent.  Soient  <r/, , 
d-i^  .  .  . ,  dn  ces  dernières  (les  indices  indiquant  l'ordre 
dans  lequel  elles  sont  rencontrées  par  une  droite  mobile 
tournant  dans  un  sens  constant  autour  de  F).  Je  fais 
tourner  le  groupe  f:  jusqu'à  ce  que  df  vienne  en  d^', 
le  groupe  dans  celte  nouvelle  position  fait  encore  partie 
de  linvolution  et,  comme  jl  a  la  droite  û?2  C"  commun 
avec  le  groupe  g  primitif,  il  coïncide  avec  celui-ci. 
Donc  l'angle  d.2  d^  est  égal  à  l'angle  c/,  «r/a-  En  défi- 
nitive : 

Vinvolution  des  groupes  de  n  droites  d^tn  fais- 
ceau apolaires  à  la  paire  isotrope  du  faisceau  est 
formée  des  groupes  qui  divisent  le  plan  en  in  parties 
égales  (involution  absolue,  du  n'^"'-^  ordre). 

!2.  Un  fover  F  d'une  courbe  plane  algébrique  r„, 
de  n'^"""  classe,  est,  [)ar  définition,  à  l'intersection  de 
deux  tangentes  isotropes.  Or  les  groupes  de  /*  droites 
conjuguées  à  Y„.  autour  de  F,  forment  un  système  li- 
néaire auquel  on  peut  parvenir  en  considérant  chaque 
tangente  comme  un  groupe  de  n  droites  conjuguées  con- 
fondues, et  en  formant  le  système  linéaire  de  groupes 
déterminé  par  ces  n  premiers.  Par  conséquent,  d'après 
ce  qui  précède  ; 


(  '-'-:  ) 

La  condition  nécessaire  et  saj/isante,  sous  for/ne 
réelle,  pour  qu'un  point  V  soit  foyer  d'une  courbe 
plane  algébrique  Vu  de  /?"'""?  classe,  est  que  le  sys- 
tème linéaire  des  groupes  de  n  droites  conjuguées, 
autour  de  F,  contienne  l'involution  absolue  de 
fficine  ordre. 

Par  coininodllé,  je  nommerai  régulier  [oui  groupe 
d'une  involution  absolue. 

3.  Soil,  réci|)ro(jueinent,  g  un  groupe  régulier  de 
n  droites;  il  admet  la  paire  isotrope  du  faisceau  comme 
paire  a  polaire.  Par  conséquent  les  groupes,  de  n  —  i 
droites,  polaires  premiers  des  droites  du  faisceau  sont 
eux  aussi  apolaircs  à  la  paire  isotrope,  donc  réguliers; 
lie  même  : 

Le  groupe  polaire,  sniicint  g,  d'un  groupe  quel- 
conque de  p  droites  est  un  groupe  régulier  de  n  — p 
droites  (s'il  n'est  pas  indéterminé). 

De  ceci  résulte  immédiatement  : 

Si  P  est  un  point  d' oit  les  tangentes  menées  à  une 
courbe  de  n"''"''  classe  V ,i  forment  un  groupe  régu- 
lier, les  tangentes  menées  de  P  à  la  polaire  mixte., 
suivant  F,,,  d\in  groupe  quelconque  de  droites  par  P 
formeront,  elles  aussi,  un  groupe  régulier. 

examinons  particulièrement  le  cas  où  /«  =  3.  Deux 
courbes  de  troisième  classe,  F,  et  Fo,  étantfixées,  le  lieu 
des  points,  P,  d'où  les  tangentes  à  l'une  et  à  l'autre 
forment  deux  groupes  apolaires  est,  comme  on  sait,  une 
courbe  de  troisième  ordre,  C^.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
s'en  assurer  :  si  un  point  M  décrit  une  droite  d,  les 
groupes  de  tangentes  menées  de  M  à  F,   forment  une 


(  '  -'-^  ) 

série,  d Ordre  3,  de  courbes  de  iroisicnu'  ordre  (dégé- 
nérées), et  si  M  doit  \enir  en  un  point  P,  il  faut 
soumettre  les  courbes  de  celle  série  à  une  condition 
linéaire. 

Je  suppose  qne  Fo  se  réduise  à  trois  points  non  en 
lii^ne  droite,  A,  B,  G.  La  courbe  C3  passe  alors  par  ces 
trois  points.  Déplaçons  C  jusqu'en  C  ;  C3  devient  G,; 
ces  deux  courbes  ont  en  commun  les  points  A  et  B,  et 
sept  autres.  De  chacun,  R,  de  ces  derniers,  les  trois 
tangentes  menées  à  F,  forment  un  groupe  apolaire  aux 
deux  groupes  RA,  RB,  RG;  et  RA,  RB,  RC',  cOst- 
à-dire  apolaire  à  la  paire  RA,  RB. 

Je  suppose  enfin  que  A  et  B  soient  les  ombilics  du 
plan.  D'après  ce  qui  précède,  les  trois  tangentes  menées 
de  R  à  F,  forment  un  groupe  régulier.  Ges  sept  poinls 
peuventêtre  tous  distincts  et  réels, comme,  parexemple, 
dans  le  cas  où  F,  est  réduite  à  trois  points.  En  défi- 
nitive : 

//  existe  sept  poinls  doit  les  tangentes  menées  à 
une  courbe  générale  de  troisième  classe  forment  un 
groupe  régulier. 

Par  ces  sept  points  passent  une  double  infinité  de 
cubiques,  qui  coupent  la  droite  de  l'infini  suivant 
un  système  linéaire,  de  dimension  2,  de  groupes  de 
tiois  points.  Ges  groupes  sont  tous  apolaires  au  groupe 
des  trois  points  triples;  les  ombilics  forment  la  paire 
neutre.  Par  conséquent  :  Par  ces  sept  points  passent 
trois  courbes  de  troisième  ordre  quiosculent  la  droite 
de  l'infini;  les  trois  directions  d' osculation  forment 
un  groupe  régulier. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  coniques  polaires, 
suivant  F,,  des  droites  passant  par  un  point  Fi  sont 
toutes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit.  Supposons 


(  >'-)  ) 

que  1,  se  i('(liiisr  aux  Irais  points  ABC.  Soieiil  Ai, 
l>i,  (-1  les  projec  lions  du  point  K  depuis  les  sommets 
du  liiangle  ABC  sur  les  côtés  opposés,  et  Ao,  B2,  C2 
les  harmoniques  de  A,,  B,,  C,  suivant  les  paires  de 
sommets  du  même  triangle.  FI  n'est  pas  dilficile  de  voir 
f|uc  les  coniques  polaires  (suivant  notre  F,  dégénérée) 
des  droites  passant  par  Pi  forment  un  faisceau  qui  con- 
tient les  paires  AAo,  BBo  et  (jC^  comme  coniques 
dégénérées.  Les  cercles  ortlioptiques  de  toutes  ces 
coniques,  en  particulier,  les  cercles  construits  sur 
AA2,  .  .  .,  comme  diamètres,  passent  par  R. 

Enfin,  si  le  triangle  ABC  est  équilatéral^  tout  point 
du  cercle  circonscrit  jouit  des  mêmes  propriétés. 

i.  Nous  avons  rencontré  au  paragraphe  précédent 
un  svstème  linéaire  de  groupes  de  trois  points,  de 
dimension  2,  sur  la  droite  de  l'infini,  et  dont  les 
ombilics  forment  la  paire  neutre.  Ce  système  peut 
être  examiné  plus  soigneusement.  Je  le  projette  depuis 
un  point  arbitraire.  D'après  ce  qui  précède,  tous  les 
groupes  de  trois  droites  obtenus  sont  apolaires  à 
un  groupe  régulier;  la  paire  isotrope  est  apolaire 
à  ce  dernier  et  la  paire  polaire  de  toute  droite  cl  du 
faisceau  est  rectangulaire.  Voici  comment,  cl  étant 
donnée,  sa  paire  polaire  s'en  déduit  :  soient  d^^d-i.,  d^ 
les  droites  du  groupe  fondamental  l'égulier;  les  trois 
paires  formées  d'une  droite  t/j  et  de  la  svmétrique  de  d 
suivant  r//  ont  mêmes  bissectrices;  celles-ci  forment  la 
paire  polaire  de  d.  On  en  déduit  : 

a.  La  somme  algébricjue  des  angles  cjue  forment, 
avec  une  des  fondamentales  di.  une  droite  d  et  les 

droites  de  son  groupe  polaire  est  égale  à  -  (indé- 
pendante de  d). 


(   '3o  ) 

h.  La  somme  algébrique  des  angles  que  forment 
avec  di  les  trois  droites  d'un  groupe  du  système  est 
égale  à  zéro. 

Ce  système  mériterait  donc  le  nom  de  système  symé- 
trique du  troisième  ordre,  de  même  qu'on  nomme 
involution  symétrique  (de  second  ordre)  le  système 
des  harmoniques  à  une  paire  rectangulaire. 

Je  veux  maintenant  faire  voir  que  les  directions 
asymptotiques  de  toutes  les  cubiques  qui  passent  par 
les  sommets.,  Vorthocentre  et  les  trois  pieds  des 
hauteurs  d'un  triangle.,  forment  un  système  symé- 
trique de  troisième  ordre. 

Soient  A,  B,  (],  D  les  c|iiatre  sommets  d'un  qua- 
drangle  et  L,  M,  N  ses  points  diagonaux.  Par  ces  sejit 
points  passent  une  double  infinité  de  cubiques  qui 
coupent  une  droite  arbitraire,  fi,  suivant  un  système 
linéaire  de  groupes  de  trois  points,  de  dimension  2.  Je 
me  propose  de  rechercher  la  paire  neuire  de  ce  sys- 
tème. Dans  ce  but,  d'un  j^oint  P  quelconque,  je  mène 
les  tangentes  aux  coniques  du  faisceau  passant  par  A, 
J>,  C,  D.  Les  poinis  de  conlact  sont  sur  une  cubique 
(la  correspondante  de  P)  qui  passe  par  P  et  les  sept 
points  sus-mentionnés.  (Il  n'est  pas  difficile  de  voir 
que  toute  cubique  passant  par  ces  sept  points  peut  être 
obtenue  de  la  sorte.)  Je  suppose  que  Psoit  quelconque 
sur  d\  deux  coniques  du  faisceau  touchent  fi,  en  F, 
et  F2;  ces  points  appartiennent  à  la  cubique  corres- 
pondante de  tout  point  de  d  et  par  conséquent  ils 
forment  la  paire  neutre  cherchée. 

Si  maintenant  les  quatre  points  A,  B.  C,  D  sont  les 
trois  sommets  d'un  triangle  et  son  orthocentre,  les 
poinis    L,   M,   N  en    sont   les   pieds   des    hauteurs;   si 


(  ■■^>  ) 

enliii    (l  esl    à    I  iiilim,    les    points    l- ,    el    F)   sonl    les 
omliilics  du   |)l;m.  ic  rjni  dcinoiitie  larfirnnilion. 

Je  noininc  équilalPie  nue  cubique  dont  les  trois 
asymptotes  formenl  un  lrian<,de  équilaléral.  Sur  toute 
droite  le  système  des  groupes  de  trois  points  conjugués 
à  une  cubi(]ue  possède  une  paire  neutre.  Cette  paire, 
[)Our  une  cubi(pie  è(piilatère,  et  sur  la  droite  de  linlini, 
est  naturellement  formée  des  oml)ilics.  Elle  est  d'autre 
part  harmonique  aux  coniques  polaires  de  tout  point 
de  la  droite  de  l'infini,  qui  forment  donc  un  faisceau 
d'hyperboles  équilatères.  Les  points-bases  de  ce  fais- 
ceau sont  les  quatre  pôles  de  la  droite  de  linfini.  Par 
conséquent  : 

Les  quatre  pôles^  suivant  une  cubique  équilatè/e, 
de  la  droite  de  l  infini^  sont  les  sommets  et  Vortho- 
centre d' un  triangle. 

o.  ^  oici  comment  sera  caractérisé  le  système  symé- 
trique du  /i'^'"^  ordre,  c'est-à-dire  le  système  linéaire 
des  groupes  de  n  droites  apolaires  au  groupe  régu- 
lier di  .  .  .  djf 

Tout  groupe  polaire  esl  régulier. 

Je  nomme  a  l'angle  dont  doit  tourner,  dans  le  sens 
positif,  une  droite  arbitraire  d,  jusqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre une  première  droite  fondamentale,  d  rencon- 
trera une  première  droite  de  son  grou])e  polaire  après 

une  rotation  de  a- 

Il    -  \ 

On  en  déduit  : 

La  somme  algébii<iue  des  angles  que  forment, 
avec  une  direction  fondamentale  d,,  k  droites  arbi- 


(    '•i:^    ) 
Iraires  et  les  n  — k  droites  de  leur  groupe  polaire 
mixte  est  égale  à  [n  —  i  —  ^)  7  (indépendaule  des  k 
premières  droites). 

En  particulier  la  somme  algébrique  des  angles 
que  forment,  avec  une  direction  fondamentale^ 
les  n  droites  d'un  groupe  est  égale  à  zéro.  En 
d'autres  ternies,  el  en  faisant  usage  d'une  expression 
due  à  Laguerre  :  Les  groupes  d'un  système  symé- 
trique ont  une  orientation  nulle  par  rapporta  toute 
droite  du  groupe  régulier  fondamental. 

Par  les  7.  n  poiuts  d'intersection  d'une  courbe  de 
,,i(me  Qp(ji^g  Qi  d'un  cercle  passent  une  infinité  de 
dimension  N(/i  —  2)-!-  i  de  courbes  de  n"'""'  ordre. 
On  vérifie  aisément  que  ces  courbes  coupenl  une  droite 
arbitraire  suivant  un  système  linéaire  de  groupes  de 
n  points,  de  dimension  n —  i  seulement;  la  droite  de 
l'inlini,  en  particulier,  suivant  un  pareil  système  dans 
lequel  les  ombilics  forment  une  paire  neutre  et  par 
conséquent  : 

Les  directions  asymptotiques  de  toutes  les  courbes 
de  //"■''««  ordre,  qui  passent  par  les  points  d'inter- 
section de  l' une  d'entre  elles  et  d' un  cercle.,  forment 
un  système  symétrique  du  z)'^'"-^  ordre. 

Le  cas  particulier  où  n  =  2  est  bien  connu. 
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LK'IJ 


Sli(  LE  IMtOBLEME  DE  PAPPIS  GEXEIULISE  ; 

Par  m.  J.   LEMAIRE. 


Il  s'agit  du  problème  suivual  :  Mener  par  un  poini  V 

de  la  bissectrice  d'un  angle  XO^  une  droite  sur 
laquelle  les  côtés  de  l'angle,  ou  leurs  prolon- 
gements, interceptent  un  segment  de  longueur 
donnée  l.  M.  Jotri^oj  a  donné  récemment  (TV.  A.^ 
KjiG,  p.  168)  une  solution  de  cette  question.  En  voici 
une  autre  : 

Supposons  le  problème  résolu;   soit  une  droite  pas- 
sant  en    P,    coupant   OX    en   A,  OY    en    B,   et    telle 


(pie    ARz=/;    tmcDus    le   cercle   passant  en  A  et   B   el 
ayant  .>on  centre  1  sur  Ol':  il  coupe  les  côtés  de  lauglc 


(  ^H  ) 

en  A'  et  B'  et  la  bisseclriee  en  C  et  D.  Les  points  O, 
P.  C.  D  forment  une  division  harmonique,  et  si  M  est 
le  Miilieu  de  OP.  on  a 

MO"  =  ÂÏC.  MD  =  \\\'—  r\ 

r    désignant    le    rajon   du    cercle;    d'ailleurs,    si  Ion 

appelle  m  l'angle  XO^  , 

AH  / 


sinAV'M         co^;  — 


ces  deux  relations  déterminent  /•  et  MO  et  conduisent 
à  la  construction  suivante  :  sur  OX  prenons  OK  =  -. 
la  perpendiculaire  en  K  à  OX  coupant  OP  en  L  nous 


OL 


'■; 


uienons  en  O  une  droite  ON  perpendiculaire  à  OP  et 


égale  à  OL,  portons  sur  Mi*  une  longueur  égale  à  MN, 


(  l'^^  ) 

nous  obtciious  le  poiiiL  1;  il  ne  reste  plus  qu'à  décrire 
la  circonférence  de  centre  T  et  de  rayon  /■  poiirohtenii- 
1rs  (Iniiles  AB  et  A' B' symétriques  par  rapport  à  OP 
ei  répondant  à  la  question  ;  la  discussion  de  cette  con- 
struction est  des  plus  simples  et  conduit  à  la  condi- 
tion 

/^•2  0P  lang-- 

Il  existe  aussi  deux  droites  passant  en  P,  sur  chacune 

desquelles  l'un  des  côtés  de  l'angle  XO\  etle  prolonge- 
ment de  lautre  interceptent  un  segment  égal  à  /;  la 
construction  est  analogue  à  la  précédente,  mais  tou- 
jours possible. 


[C2j] 

SLIi  LK  CALCUL  APPUOCIIL  DES  OLADKATLRES; 

Par  m.  J.  HAAG. 


1.  Imaginons  qu'on  ait  calculé  une  intégrale  d('dînie 
I  =    f   f{x)dr 

par  la  méthode  des  trapèzes,  en  prenant  comme  base 
commune  à  tous  les  trapèzes  une  quantité  très  petite  h. 
Considérant  cette  quantité  comme  infiniment  petit 
principal,  proposons-nous  de  calculer  la  partie  prin- 
cipale de  l'erreur  commise. 

Soit   (.r,  X  4- A  )  la  basr   d'un  d(•-^  trapèzes.  L'erreur 
commise  sur  ce  trapèze  est,  en  désiguaul  [>ar  F  ( x  )  une 


(   i3(3  ) 
primitive  de  fi  f  ). 

t  =  Fr.r  +  /O  -¥{x}—  -  \J  {x)-^f{x -i- /O]  =—  — /  (^)  +  •  •  •  ■ 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  au  moins  égal  à  .\. 
L'erreur  lotale  est 


In  inliniment  petit  équivalent  à  e  est  donc 


//2 


SA/"(:r^ 


Or,  lorsque  h  tend  \ers  zéro.  ^Iif"[x)  tend  vers 


/"  f"{^-)<l^^^ 


c'est-à-dire  y (t) — J'{^)-   I'   s'ensuit   que  la  partie 
piincipale  de  e' .  donc  de  e,  est 

Si,  à  la  valeur  approcliée  calculée  1',  on  ajoute  cette 
quantité,  très  facile  à  évaluer,  l'erreur  commise  ne 
sera  plus  que  du  troisième  ordre,  au  lieu  d'être  du 
second. 

2.  vSupposons  maintenant  que  l'intégrale  1  soit  cal- 
culée par  la  méthode  de  Simpson.  L'intégrale  relative 
à  l'intervalle  (a?,  x  -\-  h)  est  rejnplacée,  couiuie  on  sait, 
par 

L  erreur  commise  est 


(    ■3-) 
En  dc\  elii|t|)aiit  piir  lu  toriiuilc  de  Javlor,  ou  trouve 
([uc    le    premier    lenue    nou    uni    e>i    —  T^J^'^i'^)' 
L'erreur    totale    est    donc    uu    iuliniuieul    petit    ("qui- 
valeut  à 

2880       -^      ^     ^ 
ou  à 

Telle  est  la  partie  principale  de  Terreur.  Si  on 
l'ajoute  à  lintégrale  approchée  F,  reneiif  commise 
n  est  plus  que  du  cinquième  orclfe. 


CORRESPOXDAXCE. 


M.  G.  Fontené.  —  Sur  V utilité  des  grandeurs 
directives.  —  Dans  la  démonstration  qu'il  a  donnée 
des  formules  d'Euler  r/-^  f^'H=  aR/*,  M.  dambiera  eu 
soin,  pour  ce  qui  concerne  la  forjnuler/-=  R--h  2R/', 
de  donner  deux  démonstrations  :  l'une  en  considérant 
le  centre  du  cercle  exinscrit  comme  situé  sur  la  bissec- 
trice d'un  angle  du  triangle,  l'autre  en  considérant  ce 
point  comme  situé  sur  la  bissectrice  d'un  angle  exté- 
rieur; cela  est  essentiel,  en  elTet,  pour  établir  la  réci- 
proque, le  sommet  A  d'où  l'on  part  pouvant  être  ou 
n'être  pas,  selon  la  position  qu'on  lui  a  donnée, 
sommet  de  l'angle  du  triangle  dans  lequel  le  cercle  I 
sera  exinscrit.  {N.  A.,  191 4,  p-  366.) 

M.  Monte  1  a  donné  [N.  A.,    1910,  p.   jj)  une  dé- 

4nn.  de   Mathémat.,  4'  série,  l.  XVII.  (Avril   1917.)  I  l 


(  i38  ) 

iiîonstration  de  la  relation  qui  lie  d^  R,  et  /•  dans  le  cas 
du  quadrilatère.  Pour  le  cas  où  le  cercle  I  est  exinscrit 
au  quadrilatère  ABCD,  il  existe  les  mêmes  raisons 
d'établir  de  plusieurs  manières  la  relation  en  question. 
Il  faut  souhaiter  que  l'usage  des  grandeurs  directives 
fasse  un  jour  disparaître  ces  démonstrations  uuilliples. 
On  me  ])ermettra  de  rappeler  que,  dans  \n\  opuscule 
ayant  pour  titre  Géométrie  ditigée  i^)^  j'ai  résumé  ce 
qu'il  est  essentiel  de  connaître  dans  cet  ordre  d'idées. 

M.  R.  Goormaghtigh.  —  Sur  une  question  de  Ciné- 
matique. —  Le  tliéorème  énoncé  par  M.  Faucheux 
{IVouvelles  Annales,  H)i-,p.  Oo)  peut  être  généralisé 
ainsi  : 

Si  un  mobile  décrit  une  trajectoire  plane  de  telle 
façon  que,  pour  chaque  position,  la  droite  qui  divise 
les  deux  premiers  rayons  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire dans  des  rapports  constants  donnés  con- 
tienne l'extrémité  de  l'accélération,  la  vitesse  v  est 
liée  au  rayon  de  courbure  p  de  la  trajectoire  par 
une  relation  de  la  forme  ^^  =  7.py/p'+  ,3i  où  a,  {i,  ), 
désignent  des  consta/ttes. 

Dans  le  cas  considéré  par  M.  Faucheux,  ^  est  nul 
et  la  relation  entre  v  et  p  a  la  forme  v  =  y.z^. 

M.  J.  Lemaire.  —  Sur  une  Aote  de  M.  Barisien.  — 
Dans  cette  Note  (1916,  p.  4<^<^)5  l'auteur  donne  deux 
hyperboles  pour  le  lieu  des  points  équidistants  de 
deux  cercle  O  et  O'.  Cela  n'est  vrai  que  pour  deux 
cercles  extérieurs  :  ce  lieu  est  le  même  que  le  lieu  des 


(')  Librairie  Nony,  1897. 


(   «39  ) 
centres  des   cercles   tangenls  aux   deux  cercles,  et  sa 
iiatiiie  clépeml  de  la  j)(isitit)ii  relative  des  deux  cercles  : 

i"  Si  les  cercles  sont  extth'ieurs.  le  lieu  se  compose 
hiea  de  deux  hyperboles  ayant  pour  loyers  les  centres 

0  et  O'  des  cercles  donnés  :  pour  l'une,  l'axe  focal  est 
égal  à  la  différence  des  rayons;  pour  l'autre,  à  la  somme 
des  rayons.  La  première  de  ces  hyperboles  est  le  lieu 
des  centres  des  cercles  ayant  avec  les  cercles  donnés 
des  contacts  de  même  espèce;  la  deuxième  est  le  lieu 
des  centres  des  cercles  avant  avec  les  cercles  donnés 
des  contacts  d'espèce  difFérenle. 

2"  Si  les  cercles  sont  sécants^  le  lieu  se  compose 
à'une  hyperbole  et  dune  ellipse  ayant  O  et  O'  pour 
foyers,  et  passant  aux  points  communs  aux  deux 
cercles  :  l'hyperbole,  dont  l'axe  focal  est  égal  à  la 
différence  des  rayons,  est  le  lieu  des  centres  des  cercles 
ayant  avec  les  cercles  donnés  des  contacts  de  même 
espèce;  lellipse,  dont  l'axe  focal  est  égal  à  la  somme 
des  rayons,  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  touchant 
l'un  des  cercles  donnés  extérieurement,  et  l'autre  inté- 
rieurement. 

3"  Si  l'un  des  cercles  est  int'Uieur  à  Vautre,  le 
lieu  se  c  jmpose  de  deux  ellipses  de  foyers  O  et  O'  : 
l'une,  dont  l'axe  focal  est  égal  à  la  différence  des 
rayons,  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  tansjenls 
intérieurement  à  chacun  des  cercles  donnés;  l'autre, 
dont  1  axe  local  est  égal  à  la  somme  des  rayons,  est  le 
lieu  des  centres  des  cercles  tangents  intérieurement  à 

1  un  des  cercles  donnés,  extérieurement  à  l'autre. 

4"  Si  les  deux  cercles  sont  tangents,,  le  lieu  se 
réduit  à  la  droite  des  centres  et  à  une  hyperbole  ou 
une  ellipse  suivant  que  les  cercles  se  touchent  exté- 
rieurement DU  iulérieureiaeat. 
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Si  Tun  des  cercles  se  réduit  à  un  point,  le  lieu  est, 
comme  on  sait,  une  hyperbole  ou  une  ellipse  suivant 
q«ie  ce  point  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle  res- 
tant :  les  deux  hyperboles  ou  les  deux  ellipses  du  pre- 
mier ou  du  troisième  cas  se  confondent  dans  ce  cas 
particulier. 

Si  l'un  des  cercles  devient  une  droite,  le  lieu  se 
compose  de  deux  paraboles  ayant  pour  foyer  le  centre 
du  cercle  restant. 

Dans  tous  les  cas,  chaque  conique  du  lieu  passe  aux 
points  communs,  réels  ou  imaginaires,  aux  deux  cercles 
donnés,  même  si  les  rayons  de  ces  cercles  deviennent 
nuls  ou  infinis. 


SOLlJTlOiVS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


1503. 

(1)>84,  p.  417.1 


L'intégrale  générale  de  l'équation 

dm    \ 

— ; xy  =  (^ 

est  donnée  par  la  formule 

dans  laquelle  G  doit  être  remplacée  par  les  m  racines  de 

l'équation 

6"^—  I  =  o 

CAr.vi..\x. 


(  'i'  ) 

SOLUIIOX 
l'ar  -M.  H.  BnocARn. 

D'après  une  Note  Sur  une  classe  d'équations  dijft'rcn- 
rentielles^  parue  aux  Bulletins  de  V Académie  royale  de 
Beli^ique,  1886,  Catalan  a  déclaré  avoir  rencontré  cette  ques- 
tion depuis  quelques  années,  et  c'est  ainsi  qu'il  a  été  amené  à 
la  proposer  en  1884. 

L'énoncé  ci-dessus  en  est  tiré  à  peu   près  textuellement. 

Ceci  pourra  donc  servir  de  réponse  provisoire. 

Dans  le  même  article,  Catalan  a  annoncé  avoir  reçu  de 
M.  de  Tilly  une  lettre  du  4  juillet  188G  lui  affirmant  qu'il 
savait  intégrer  l'équation 

dr  y 

-r^  =  \x"'y, 

dxi'  -^ 

m  étant  quelconque. 

J'ignore  s'il  en  a  été  publié  quelque  démonstration. 

1510.      ' 

(l«8i,  p.   49">.) 

La  conique  inscrite  au  triangle  A.BC  touche  les  côtés  BC, 
C.\,  AB  aux  points  A',  B',  C.  Les  milieux  a,  b,  c  des  côtés  BC, 
CA,  AB  ont  des  polaires  relatives  à  la  conique  inscrite  ;  ces 
polaires  forment  un  autre  triangle  dont  l'aire  est  égale  à 
l'aire  du  triangle  ABC. 

h.  schroter. 

Solution 
Par  M.  R.-S.  de  Beires. 

En  représentant  par  S  l'aire  du  triangle  ABC,  et  par  1  l'aire 
du  triangle  formé  par  les  polaires  des  milieux  a,b,c,  on  a 
(Salmon,  Sections  coniques,  p.  371-600)  : 

S  =  ai  61  tang  -  (  a  —  i)  tang  -  (^  —  v)  tang  -  (v  —  a). 
_  «î  ^î ' abc) 


4  {aob  )  {boc){  coa  )' 


ai  et  bi  désignant  les  axes   de    la   conique  inscrite;    a,  3  et  y 
les   angles    exceiitriques   correspondant   aux    points    de    con- 


(     M2    ) 

tact  A',  B',  C,  et  {aob)  l'aire   ilu  triangle  qui  a  pour  sommets 
les  points  «,  b  et  le  centre  o  de  la  conique. 
Mais  on  sait  que 

S  =  ^{abc). 

aibi  tang-(a  —  ^)  =  4(«oè), 


donc 

c.    Q.    F.    D. 

2235. 

•  1913,   p.  63.) 

Soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  des  normales,  issues  d'un 
point  P,  à  une  ellipse  d'axes  Ox  et  Oy.  Les  points  B,  C,  D 
et  le  point  A',  diamétralement  opposé  sur  l'ellipse  au 
point  X,  sont  sur  un  cercle  dit  «  cercle  de  Joachimsthal  ». 
Démontrer  que  le  centre  de  ce  cercle  peut  être  obtenu  par 
la  construction  suivante  :  Soient  a.  et  ^  les  points  de  ren- 
contre de  la  normale  en  A  avec  les  axes  Ox  et  Oy,  M  le 
point  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  par  ces 
points  aux  axes,  Mi  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  Û  ; 
le  centre  cherché  est  le  milieu  du  segment  MiP. 

Ce  théorème  résulte  de  l'équation  du  cercle  de  Joa- 
chimsthal mise  sous  une  forme  convenable.     F.  Balitrand. 

Deuxième  Solution  {voir  1917,  p.  87). 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

On  sait  que  si  le  point  P  décrit  la  normale  en  A  à  l'ellipse 
considérée,  les  côtés  du  triangle  CBD  enveloppent  une  para- 
bole (-)  tangente  aux  axes  Ox  et  Oy,  la  polaire  réciproque 
de  celte  parabole  par  rapport  à  l'ellipse  donnée  sera  une  hy- 
perbole d'Apollonius  (H),  telle  qu'il  existera  une  infinité  de 
triangles  inscrits  à  (H)  et  circonscrits  à  l'ellipse  donnée  (E). 
Or  (H)  étant  harmoniquement  circonscrite  à  (E)  et  les  asymp- 
totes de  (E)  formant  faisceau  harmonique  avec  celles  de  (H), 
il  faut  et  il  suffit,  pour  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles 
inscrits  dans  (  H)  et  circonscrits  à  (E),  que  le  centre  de  (H) 
soit  sur  (E).  L'hyperbole  d'Apollonius  (H)  relative  à  un  point  Q 
est  le  lieu  des  points  \l  tels  que  leurs  polaires  soient  perpen- 
diculaires à   |jlQ;  soit  to  le  centre  de  (H),  (H)  passe  par  O' 


(  '43  ) 

syinrliiijiie  de  0  par  rapport  à  (o,  et  Q  sera  la  perpetulicuhiire 
abaissée  de  O'  sur  la  tangente  à  (E)  en  oj;  si  d'autre  part  Qi 
et  Q.>  sont  les  projections  de  Q  sur  O^  et  Oj\  Q1Q2  est  un 
diamètre  de  (H),  il  s'ensuit  que  Q[  et  Q2  sont  les  points  d'in- 
tersection de  Oa~  et  O^'  avec  la  normale  à  (  E  )  en  w.  La  corde 
de  contact  de  la  parabole  (tt)  avec  0^  et  Oy  sera  la  tangente 
en  10  à  (  E  ),  le  point  to  se  confondra  donc  avec  le  point  A'  dia- 
métralement opposé  à  A  sur  (E)  el  le  point  Q  se  confondra 
avec  le  point  Mi  de  l'énoncé.  Les  tangentes  à  (E)  en  B,  C,  D 
se  coupent  sur  (H)  en  p,  y,  0,  et  les  perpendiculaires  abais- 
sées de  [3  sur  CD,  y  sur  BD,  0  sui-  CD  se  couperont  en  (IMi), 
et  les  deux  points  P  et  Mj  seront  deux  points  inverses  du 
triangle  ^v^i  '^  centre  du  cercle  BGD  sera  donc  le  milieu 
de  PMi.  Ce  qui  démontre  la  |iroposition  énoncée. 

Remarcjue.  —  Nous  pouvons  énoncer  la  propriété  sui- 
vante : 

Soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  des  normales  issues  d'un 
point  P  à  une  conique  (E),  A'  le  symétriijue  de  A  par  rap- 
port au  centre  O  f/e  (E);  la  normale  en  A'  coupe  les  axes 
de  (E)  en  a  et  (î,  les  perpendiculaires  élevées  en  ces  points 
aux  axes  se  coupent  en  M,  le  cercle  de  Joachimsthal  B(^DA' 
passe  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur 
les  tani^entes  à  (  E)  en  B,  C,  D. 

2239. 

(  191.Ï,  p.  :>6.) 

On  donne  deux  points  A,  B.  sur  chacun  des  axes  de 
coordonnées  rectangulaires. 

Soient  A\I  et  B.M  deux  droites  menées  jusqu'à  Vaxe 
opposé  et  P  leur  intersection,  de  telle  sorte  qu'on  ait  la 
relation 

I  I  II 

rp  "^  pAï  ""  Bp  "^  pn  ■ 

i"  Démontrer  que  le  lieu  de  P  est  une  strophoïde. 

'i"  Les  tangentes  en  A.  et  B  sont  parallèles  à  son  asymp- 
tote réelle. 

3°  Les  tangentes  menées  de  A  à  la  courbe  sont  égales 
à  OA,  O  étant  l'origine  des  coordonnées. 


(  '44  ) 

4°  Vaire  de  la  boucle  est  représentée  par  V expression 

—  (a* —  6a-è--i-  i^jTT    . 

î"  Examiner  le  cas  particulier  où  a  =^  b.        T.  Ono. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Prenons  le  point  O  comme  centre  d'inversion,  la  puissance 
d'inversion  étant  K;  soient  A',  B',  P',  M',  N'  les  inverses  des 
points  A,  B,  P,  M,  N. 

I"  Nous  aurons 


AP 


OA'.OP' 
K^.A'P' 


I  OM'.OP' 


Ml 


KMVl'P' 


d'où 


AP  ^  Ml 


I  OP' /OA'.M'P'+OM'.A'P'X       OP'"       I 


A'P'.P'M' 


K2     P'Hi 


Hi  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  P'  sur  A'M'  ; 
nous  auions  de  même 


OP'' 


d'où 


BP        AP  K2     P'Hs 

P'Hi  =  P'H2; 


or  les  angles  P'M'A',  P'B'M'  sont  égaux  à  P'OA',  donc 
P'M'=  P'B'; 

le  point  P'  est  donc  à  l'intersection  du  cercle  OA'M'  avec  la 
perpendiculaire  à  OM'  au  milieu  [i  du  segment  B'M'.  Soient 
a  le  milieu  de  OA',  j3  le  milieu  de  OB',  lo  l'intersection  des 
parallèles  à  OA'  et  OB'  menées  par  ^  et  a,  G  le  centre  du 
cercle  OA'B', />'  la  projection  de  P'  sur  aw.  Nous  avons 


0M'=2aC,         M'B'=oaG 
OB' 


OB', 


[jL^'=aC —  ,  ^,a=aG 


et 


(  >45  ) 


777-^2       --2        ---2        —2        OA'    —OB' 
P /»     =  CA    —Lp     =  olL    h ; 


—-,■2       —2       OA'    -OB' 

Pp    -'J.'^   =  -, 


Le  lieu  du  point  P'  est  donc  une  hyperbole  équilatère  (H) 
ayant  pour  axes  wa  et  to^  et  passant  par  A',  O,  B'.  Le  lieu 
du  point  P  sera  donc  une  strophoïde  ayant  pour  point 
double  O,  les  tangentes  en  ce  point  étant  les  bissectrices  des 
axes,  passant  par  A  et  B,  admettant  comme  direction  asymp- 
totique  réelle  la  droite  OD,  D  étant  le  milieu  de  AB,  et  ayant 
pour  sommet  le  pied  S  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O 
sur  AB. 

•2"  Dans  l'hyperbole  (H')  les  tangentes  en  A'  et  B'  sont  anti- 
parallèles à  la  tangente  en  O;  dans  la  strophoïde  les  tangentes 
en  A  et  B  sont  donc  parallèles  à  l'asymptote. 

3°  Soient  S',  et  Sj  les  sommets  de  (H)  situés  sur  l'axe 
transverse  io6,  les  longueurs  des  tangentes  issues  de  B  à  la 
strophoïde  sont  les  inverses  des  longueurs  B'S',,  B'Sg;  si  S) 
et  S-2  désignent  les  contacts  de  ces  tangentes,  nous  aurons 


d'où 


K2  K2 

^^'=  ^'^i  OB'. os;'      ^^^=  ^'^'^  OB'. os;' 


BS,=  BS,=  ^=:OB. 


4°  Si  nous  prenons  le  sommet  S  de  la  strophoïde  pour  ori- 
gine, la  droite  orientée  SO  comme  axe  polaire,  et  si  aous 
posons 

SO  =  d,         DOS  =  0, 


l'équation  polaire  de  la  strophoïde  sera 

.    6  — 10 


p  =  d 


sin 


(  i46  ) 

et  l'aire  de  boucle  est  égale  à 
.    .6  —  0) 


— —  dui 


.      a^/'i  (      e       .  fi  \ 

d  =  cos sin-     : 

■2        \           Q.                    -ij 

bs/ 

■i 

■i. 

(  co«  — 

V           2 

e        a  —  b 

tang-  =  j-, 

°  2        a  -^  b 

d'-  = 

= 

a'^b"- 
a"-  -H  62 

=  —  I TT  cos 2 6  -f-  2  sin  2O  L  tang — i-  4  sin  0  j: 

or,  en  posant  OA  =  a,  OB  =  6,  on  a  immédiatement 

0 


d'où 


ce  qui  donne  pour  1  aire  de  la  boucle 

f  ^V.  ,  ri(a^-6^)+8«6fa^-62)log^^^ 

_(ai_8«2i-2-H  6''  )7:    . 

5"  Si  OA  =  OB,  l'hyperbole  équilatère  (H)  se  réduit  à  ses 
asymptotes  et  le  lieu  de  P  se  décompose  en  la  bissectrice 
intérieure  de  l'angle  OAB  et  en  le  cercle  OxAB. 

2240. 

(1915,    p.   :.G.) 

Des  pieds  des  bissectrices  intérieures^  D,  E,  F,  d'un 
triangle  ABC,  on  mène  les  parallèles  aux  côtés  du 
triangle  ;  elles  coupent  BG,  GA,  AB  respectivement  en  E2 
et  Fi,  D2  et  El,  Dj  et  V >.  Montrer  que  les  droites  AFi,  BEi 
et  CD,,  AE))  BD2  et  C¥-,  concourent  en  deux  points  iy  et  J^ 
tels  que  la  droite  JiJ-2  est  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  au  triangle  ABG. 

V.  Thébault. 

SOLITION 
Par  M.  T.  Oxo. 

D'après  le  théorème  de  Céva  on  obtient  immédiatement  les 


(  '1:  ) 

lieux  pdiiits  J,  et  Jj  dont  les  coordonnées  trilinéaires  sont  en 
rapport  : 

(J,)  b,     c,     a; 

(h)  c,     «,     b: 

ABC  étant  le  triangle  de  référence. 
L'équation  de  J1J2  est 


a  (3  Y 
b  c  a 
c     a     b 


(bc  —  a"^ )  oi  -^  (ca  —  b-)  'i  -^  (ab  —  c-  )';  =  o ; 


l'équation  de  la  ligne  des  centres  O  et  I  des  cercles  circon- 
scrit et  inscrit  à  ABC  est 


cosA     cos  B     cosC 

I  I  I 

^  (cosB  —  cosC  j  a  -^  (cos  G  —  cos  A)  p 

-f-  (  cos  A  —  cos  B  )  Y  =  o. 

La  condition  de  l'orthogonalité  de  ces  deux  droites  est 

D=       i:(6c  — a2)(cusB  —  cosG) 
—  S  [(ca  — 62)  (cos  A  — cos  B) 

-h  (ab  —  G-)  (cos  G  —  cos  A)]  cos  A  =  o. 

On  la  vérifie  comme  il  suit  : 

D  —  (a  ^  b  -^  c)  I.  (  b  —  c)  (cos^  A  -1-  cos  A  -i-  cosB  cos  G) 
=  (a-i-6-Hc)S(6  —  c)(i  —  sin^A  4-  sinB  sinCj 

=  (a^  b  —  c)Z{b  —  c)-r-  ^  ^  „  "^  ^  ^  (b  -  c)(bc  —  a-^) 

4  K- 

b  —  c     c  —  a     a  —  b 

b  c  a 

c  a  b 


R2 


Remarque.  —    Soient   D',  E',  F'  les  pieds  des  bissectrices 
extérieures  du  triangle  ABC  et  1'.  I",  V"  les  centres  des  cercles 


(j;.) 

c, 

a, 

—  b; 

ai) 

—  c, 

a, 

b: 

(j^) 

c. 

—  «, 

h. 

(  i48  ) 

exinscrits.  En  prenant  les  trois  systèmes  des  points  D,  E',  F'; 
E,  D',  F';  F,  D',  E',  on  obtient  les  points  analogues  J',,  J^, 
Jj,  J",  ...,  dont  les  rapports  des  coordonnées  trilinéaires 
sont  : 

(y\  )       b,       —  c,        a, 
(J'i)       ^,  c,         — a, 

(J'j')     — b,       c,  a, 

Et  les  droites  i\,  J!,,  Jj,  J'^,  J'J',  J'J,  sont  perpendiculaires 
respectivement  aux  lignes  des  centres  01',  01",  01'". 

Autre  solution,  par  M.  R.  Bouvaist. 
2241. 

(  1915,  p.    113.) 

Démontrer  les  formules  algébriques  suivantes  entre  les 
distances  respectives  da,  db,  de  du  point  cp  de  Feuerbach 
d'un  triangle  ABC,  aux  pieds  A',  B',  C  des  hauteurs  AA', 
BB',  ce  : 


da  db        db  de        da  de        r  \\X 


r  et  R  désignant  les  rayons  des  cercles  inscrit  et  circon- 
scrit au  triangle; 

2" 

da  de 


sin  B  sinC  (  cosB  —  cosG)        sin  A  sin  C  (cosG  —  cos  A) 

de 


sin  A  sin  B  (cos  A  —  cosB) 
V.    TuÉBALI.T. 

Solution 


Par  M.  R.  Bouvaist. 


1°  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit,  I  le  centre  du 
cercle  inscrit;  M.  Thébault  a  démontré  que  les  distances  oA', 
oB',  oC  sont  respectivement  égales  aux  distances  Aa,  B[3,  Cy 
des  sommets   A,    B,    G   à   la   droite  01   {Nouvelles   Annales^ 


(  '4y  ) 


1910,  p.  275);  or 


\\         (] n  r 

da  =  tS.'x  —  R  7— ,  si  11 .         Al  = 

01  2  .A 

sin  — 
2 


d'oii 


'da~'  \Vr     .    C  —  B  ~  K  /■  y  p(p  —  a)         c  —  b 


I  01  a6  (/)  —  c) 


</a  âf6        K- /-^  /^  ( c  —  b ){a  —  c)' 
d"où 


f/a  db 
()I      raéi(/>  —  <")(^  —  a)  -i-  bc(p  —  a}(c  —  b)  -h  oc{p  — b)  (a  —c)' 


p  {b  —  a){c  —  b)  {  a  —  c) 
01'    _  2  R  /•  —  R2        I 


,  R/c  —  b      /      P  (  P  —  (i)  K    (  p  —  a){c  —  b) 

««=-777    1  /   : -f ■ —    7TT    — '■ 

OJ       a      y    (p  —  b){p—  c)        01  a 


cosB  —  cosC  = 


'2  —  è-        a--r-b- — c^ 


d'où 


<3^<l  = 


■j.ac  lab 

_  -2.(0  —  b)  (  p  —  a)  p  , 
abc  ' 

R    (cosB  —  cosC)6c 


01 


d'oi" 


da 


-xp 
db 


6c(cosB  —  cosC)        ac  (cosC  —  cosA) 

de 


R 


a6(cosA  —  cosB)        2/>.0I 
Autres  soliiliijn?,   par  .M.  '1'.  Ûno. 


(   i5o  ) 
2242. 

(  1915,    [I.    Ii3.| 

On  donne  un  tétraèdre  ABCD  et  un  point  M.  La  paral- 
lèle menée  par  iM  à  une  arête  rencontre  les  faces  qui  ne 
contiennent  pas  cette  arête  aux  points  P  et  Q.  Démontrer 
que  la  somme  des  produits  i\IP.I\IQ  pour  les  six  arêtes 
égale  la  puissance  de  M  par  rapport  à  la  sphère  circon- 
scrite au  tétraèdre  AB.CD. 

Généralisation  d'une  propriété  connue  relative  au  tri- 
angle. V.  Thébal'lt. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Prenons  le  point  M  comme  origine  d'un  système  d'axes 
rectangulaires;  si  nous  désignons  par  Aai  /'b,  hc-,  /'i>  '«s  hau- 
teurs du  tétraèdre,  l'équation  rie  la  sphère  circonscrite  peut 
se  mettre  sous  la  forme 


BC 


h^lH.' 


rt  =  o, 


a~,  y.  s,  t  étant  les  équations  canoniques  des  faces  opposées 
aux  sommets  A,  B,  C,  D;  si  oa,  ou,  oc,  ôo  désignent  les  dis- 
tances de  l'origine  aux  faces,  x,  y\  z,  t,  la  puissance  de  ce 
point  par  rapport  à  la  sphère  a  pour  expression 

Bc'    .    .  CÂ"   .    .  AB"    .    ,  ÂD'   .    . 

/(b/'c  'îc''a  /'a/'b  «a/'d 

ÏÏD"    ,    ,  CD'   .    . 

-1-     .       ,       OBOD-+-    ~j 7—  'iC^n)- 

Supposons  maintenant  la  droite  MPQ  parallèle  à  AD,  nous 
aurons 

cosADHd         «i» 
de  même 

n\ 


(   ^5i   ) 
d'où 

ad" 

MP.MQ  =  -— -   o^oi,; 

on  en  conclut  ininiédiatenient  que  la  somme  des  pro- 
duits MP.MQ  relatifs  aux  six  arêtes  est  égale  à  l'expres- 
sion (  I  ). 

Autres  solutions,  par  M.  \\.  Goormaghtigii  et  par  un  Abonné. 
2247. 

■  lais,  p.  lii-i 

On  donne  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a,  et  la  car- 
dioïde.  conchoïde  de  ce  cercle,  par  rapport  à  un  point  de 
sa  circonférence.  On  demande  l'enveloppe  d'un  segment 
de  longueur  constante,  égale  à  a,  dont  les  extrémités 
décrivent  respectivement  la  cardioïde  précédente,  et  un 
cercle  concentrique  au  cercle  donné  et  de  rayon  double. 

F.  Balitrand. 

SOLITION 
Par  M.   K.  Bouvaist. 

Soient  R  le  point  de  rebroussement  de  la  cardioïde,  P  un 
point  du  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a,  M  un  point  de  la 
cardioïde  situé  sur  RF\  u  un  point  du  cercle  de  centre  0  et 
de  rayon  2a,  tel  que  M  \x.  —  a,  ou  OP  =  M;ji,  PM  =  O  [jl  ;  RO 
et  M|ji  sont  donc  également  inclinées  sur  Oa:  l'enveloppe 
de  Ma  est  par  suite  une  caustique  par  réflexion  du  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  2a,  les  rayons  incidents  étant  parallèles 
à  RO,  c'est-à-dire  une  néphroïde  de  Proctor  ( Xouvelles 
Annales,  igiS,  p.  loij. 

Autres  solutions,  par  M.  J.  Lemaire. 
2248. 

(  1915,   p.  i44.> 

On  donne  la  chaînette  qui  a  pour  équation 

V  «P         -^ 

Y  =  -\e"-t-  e"  ; 

•2  '  ' 

et  l'on  demande  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes 


(  '52  ) 

à  la  chainette  et  admettant  comme   directrice  commune 
VaxedesX.  F.  Balitrand. 

-     Solution 
Par  M.  H.  Brocard. 

TAT'  étant  la  tangente  en  A  à  la  chaînette  de  sommet  S, 
d'axe  OS  et  de  directrice  Ox\  soient  o  l'angle  \Tx,  OB 
l'abscisse  du  point  A,  et  G  la  projection  de  B  sur  TAT'. 

Le  lieu  des  points  G  est  la  tractrice,  ou  courbe  aux  tan- 
gentes égales,  développante  de  la  chaînette.  Ainsi, 

BG  =  OS  =  const.  =  a. 

Par  définition,  et  en  vertu  de  propriétés  connues,  la  para- 
bole de  directrice  OBr  et  tangente  en  A  à  la  chaînette  ou  à 
la  droite  TAT'  aura  son  foyer  F  : 

i"  Sur  la  droite  AF  symétrique  de  AB  par  rapport  à  la  tan- 
gente AGT  ; 

2°  Sur  la  droite  BG  perpendiculaire  à  la  tangente  en  A. 

Le  point  F(\r,  y)  correspondant  an  point  A(X,  Y)  rapporté 
aux  axes  OMx,  OSjk,  sera  donc  déterminé  par  les  conditions 

a^  =  X  —  xa  i,\n  o, 
^  =  aa  cosô, 


avec 


Mais 


On  a  donc 


d\         I  /  - 
tango  =  — -—  =  -  \  e^' 
aX        2  ^ 


{\  -  xf  ^  y'-  ^  \a^ 

\  —  x 

tango  = 

y 
X  —x^  s/^a"-—  y^ 


ei  

y  -j. 

G'est  l'équation  du  lieu  (F),  mais  la  description  géométrique 
de  cette  courbe  se  simplifie  si  l'on  observe  quelle  est  le  lieu 
des  extrémités  des  tangentes  GB  à  la  tractrice  prolongées  de 
la  même  longueur  GF  de  l'autre  côté  du  point  de  contact  G. 


(  '^'^  ) 

Le  lieu  (F)  e*t  donc  la  syntractrice  <i-Mii|)tut<-  à  O jt  et 
avant  un  tracé  rappelant  celui  de  la  trisectrice  <le  Mac 
Laurin. 

La  !«\  ntractrice  a  été  étudiée  en  tous  détail?,  ei  M.  d'Ocagne, 
dans  le  présent  Journal,  en  a  exposé  de  nombreuses  pro- 
priétés géométriques  (tangente,  normale,  couibure.  rectili- 
calion,  quadrature,  etc.;  iSgt,  p.  82-90:  Su/une  courbe  dé- 
Jinie  par  la  loi  de  rectifiction). 

Le  lecteur  voudra  bien  s'y  référer. 

La  question  2248  ajoute  à  la  géométrie  de  la  chaînette  une 
nouvelle  relation  entre  cette  courbe  et  la  parabole. 

On  sait,  en  effet,  que  la  chainette  est  la  roulette  du  foyer 
d'une  parabole  donnée  roulant  sur  l'axe  des  x\  et  que,  si  une 
chainette  roule  sur  une  droite,  une  droite  quelconque  de  son 
plan  enveloppe  une  développante  de  parabole  (A.  Ribau- 
COUH.  question  862,  1868.  p.    191,  résolue  1871,  p.  327). 

Si  une  parabole  roule  sur  une  droite,  l'enveloppe  de  sa 
directrice  est  une  chainette  (\\.-H.  Besant,  Ibid.^  1871, 
p.  4:5). 

Enfin,  la  syntractrice  est  le  lieu  des  foveis  des  paraboles 
tangentes  à  la  chainette  et  admettant  la  base  de  celle-ci  pour 
directrice  (question  2248). 

On  pourra   aussi   obtenir   l'équation   du    lieu    (F;   en    défi- 


\ 

Y                     ^ 

A 

\ 

\                     F 

>^ 

%-^y/ 

P 

/ 

T 

0            ^\ 

B 

X 

nissanl    simpiement    comme    -.yiitractrice   lieu    du    point   divi- 
sant AG,  dans  un  rH|i|mrt  donné,  autrement  dit.  eu  partant  de 
Ann.  de  Malhemat.,  4'  série,  t.  .WIL  (Avril  1917.)  12 


(  '^4  ) 

léqiiation  de  la  traclice 

X  -h  \/ a-  —  Y-  =  a  log 

et  Ion  aura  les  relations 

Y  _  rt 


a  -H  \/a-  —  \'- 

y 


.r  —  X  =  /«■'  —  ^^-  —  s/i^-  —  y^ 

et  pour  le  point  F,  il  fandra  prendre  b  —  ->«. 
Par  conséquent,  l'équation  de  (F)  sera 


^^a'  — y-  =^  a  lo. 


y 


On  vérifiera  aisément  l'identité  des  résultats  ci-dessus. 

Noie.  —  Le  sommet  P  de  la  parabole  étant  an  milieu  de 
l'ordonnée  du  foyer  F,  la  courbe  (P)  sera  une  courbe  affine 
delà  syntractrice  (  F). 

Autres  sohilions,  par  iM.M.  H.  Bouvaist,  J.  Lemaiuk,  L'Auteur  el 
un  Abonné. 


AXCIE^^ES  Ol!ESTIO\S  \0\  RÉSOLIES. 


730  (1865,  i4'2)-  —  Supposons  que  5(i,  .«1,  .  .  .  représenlenl 
les  sommes  des  puissances  zéro,  première,  etc.,  des  racines 
de  l'équation 

n{  a  —  I  ) 


1 .2 

ni  n  —  I ) (  n  —  2 ) 


So     S,    I 

S,    s. 


1.2.3 


<o. 


a    r"~3  +  . .  .  =  o. 


So  S,  s, 
s,  S2  S3 
S.2    s,    s, 


>o, 


j 


(  »5^  ) 


alors 


(n  —  3)«j(<7ua;  —  \a1a3-i-  ial)  —  6(  n  —  •!)(  a]  —  a^a^)-'^  o, 

et    toutes   les  racines  de    la   dérivée  île  ioiilre  /;  — 4  'l*'  celle 
équ.ilion  sont  imaginaires.  iMicd.VKL  P>niiKRTS. 

731  (1885,   t43i.  —  Démontrer  qu'en   éliminant  y  entre   le'i 
équations 

—  (  (t/  —  ']  be  -+■  i  c  dy-  =  G, 

'i[a-(e-  —  df)  -i-  Zab{cf  —  de)  -f-  4  «c  (  c/-  —  ce  ; 

-!-  aèM  «3^'- —  bf)  +  ^  b-  ce  -\-  '\  c*  —  'èbc-  d\ 
—  (ae  —  ^b  d  -i-'3  c-  )-  :^  o, 

on  est  conduit  à  l'un  ou  l'autre  des  résultats 

{ae  —  4  b  d -h'i c- )^  —  27 ( ace  -h  2 bc  d  —  a  d-  —  eb"-  —  c''  J*  =  o, 
aVrte  — 46rfH-3c2)  — 3(62— rtc)2=  o. 

MlCH\EL   ROBERTS. 

73:2  (1865,  i43).  —  En  posant 

H  =  af  —  «û'''2i 

I  =  aoa4 — 4'"'i '^3  +  3a|, 

J  =  aoaja;-!-  ■>. «i  «2 as  —  «o^'i  —  <^\<^i  —  «l^ 
K  =  4(«o<^4  —  4^i«3+  3a|  )(rtia5 —  \a^a„-\-  ^a\  ) 
—  (ao^ô —  3  «!«!-!-  2 «2  «3)-, 

L  =  «2(af  —  «3(75)  -4-  3aoai(«2'^5—  «3 «4) 
-^  4«o«2(«3  —  fltaai)  +  aaf  (a|  —  «i«5) 
-f-  âaf  a2«v  -i-  3«î  —  8rti  r/^  «3, 

démonlier  la  relation  suivante  : 

o*L2=  4H[Il(Iï— yji— -ilL— HK)  +  «uJ(3L  _  12)] 
-^  <?■;  k(  HI  -^  aoJ;  -+-  o'1 1(1?  J- 4-  2  IL  —  Pi. 

MlCIlAEL    UOBEKTS. 
77i  (1866,  384).  —  Démontrer  que  si  \'''  désigne  le  nomhre 


(  I-'')^  ) 

de  manières  île  décomposer  un  polygone  convexe  de  m  côtés 
en  n  parties,  au  moyen  de  n  —  i  diagonales  qui  ne  se  coupent 
pas  dans  l'intérieur  du  polygone,  on  a 

^, ,.,        I         ni{m-hi) .  .  .(  m  +  n  —  •>.  ) 

X"'  =  -  X 

n  I,  •>,,...,  (rt  -~  I) 

{m  —  '^){m  —  j  ) .  . .  ( m  —  n  —  i ) 
1 ,  2 ,  .  .  . ,  n  —  I 

Prouhet. 

791  (1867,  48).  —  Si  E(^)  désigne  la  partie  entière  du 
nombre  q\  p\i  Pi-,  fs,  ...  la  suite  des  nombres  premiers  2,  3, 
5,  7,  ...  ;  Sy,„  la  somme  des  produitsy  à  y  des  n  nombres  i, 
2,  3,  ...,  n;  F(^(cc)  un  polyno-me  de  degré  a>  et  à  coefficients 
entiers,  on  aura 

(n  -^\)n(n  —  i)...(n  — y +  i)  ^^ 

p\'pfpf... 

l'exposant  cp  d'un  nombre  quelconque  p  étant  donné  par  la 
formule 

J 


^  =  2 


E 


{p-i)p\' 

Sylvester. 


803  (1867,  i88).  —  On  donne  deux  surfaces  (S),  (S'),  la 
première  fixe,  l'autre  se  rapprochant  indéfiniment  de  celle-ci. 
D'un  point  A  de  (  S  )  et  dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  on 
mène  des  tangentes  à  (S').  Quelle  est  la  limite  des  positions 
de  ces  tangentes  lorsque  (S')  tend  vers  (S),  de  façon  que  le 
point  où  (S')  est  touchée  à  chaque  instant  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  tangent  mené  par  le  point  A  à  (S)  décrive  une 
ligne  qui  coupe  cette  surface  sous  un  angle  fini? 

O.  Bonnet. 

812  (1867,  288).  —  Si  par  3rt  —  1  points  consécutifs  sur  une 
courbe  du  troisième  degré  on  fait  passer  une  courbe  quel- 
conque du  n'^"^'  degré,  les  coordonnées  de  l'intersection  des 
deux  courbes  seront  des  fonctions  du  degré  (3«  — i)^  des 
coordonnées  du  point  de  contact.  Sylvester. 


815  (1867,  '288).  —  four  qu'une  surface  du  second  ordre 
soit  transformée  liomologiquement  en  une  sphère,  il  faut  et 
il  suffit  :  1°  que  le  |)lan  d'iiomologie  soit  parallèle  à  l'un  des 
plans  cycliques  de  la  surface  (Poncki.et,  Propriétés  projec- 
tiles); 9."  que  le  rentre  d'iiomologie  soit  un  quelconque  des 
points  de  la  ci>ni(iue  focale  située  dans  le  jjian  principal 
auquel  le  jdan  d  liMniiil<);;ic  est  perpcudirulaire. 

L.  Painvin. 

852  (1868,  i38).  —  Trouver  les  conditions  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  les  quatre  racines  d'une  équation  du  qua- 
trième degré  forment  un  quadrilatère  inscriptible.  Trouver  la 
surface  et  le  rayon  de  ce  quadrilatère.  Darboux. 

858  (1868,  190)  (')•  —  D'un  ])oiiit  M  dans  le  plan  d'une 
conique,  on  mène  à  celle-ci  les  deu\  tangentes  MA  et  MB, 
puis  par  M  on  mène  une  droite  MG. 

Aux  points  A  et  B  on  construit  les  coniques  ayant  quatre 
points  confondus  avec  la  proposée  et  tangentes  à  M  G. 

Démontrer  que  :  1"  ces  coniques  touchent  MG  au  même 
point  G;  2"  que  si  l'on  faisait  tourner  l'une  d'elles  de  manière 
à  la  rabattre  autour  de  MC  du  côté  de  la  première,  les  coniques 
ainsi  obtenues  auraient  en  ce  point  un  contact  du  troisième 
ordre,  c'est-à-dire  qu'elles  auraient  en  G  quatre  points  com- 
muns confondus. 

859  (1868,  190).  ^  Démontrer  la  même  proposition  pour  les 
courbes  du  troisième  degré,  lorsque  I\I  est  sur  la  polaire  d'un 
point  d'inflexion.  A.  Ribaucour. 

861  (1868,  190).  —  Soient  (G)  un  cercle  de  centre  O;  OX  un 
diamètre  quelconque.  On  prend  sur  0\  une  longueur  OM  sur 
laquelle,  comme  diamètre,  on  décrit  un  autre  cercle  (  D).  D'un 
point  quelconque  A  de  (G)  on  mène  la  droite  AO  qui  ren- 
contre le- cercle  (D)  en  un  point  B.  Avec  A  B  comme  ravon  on 


(')  La  question  858  a  été  résolu  (1869.  460). 

On  n'en  reproduit  l'énoncé  que  pour  rendre  compréhensible  celui 
de  la  question  859,  restée  sans  solutions  jusqu'à  présent. 


(   i58  ) 

décrit  un  cercle,  dont  le  centre  est  en  A;  on  effectue  la  même 
construction  en  chacun  des  points  de  (G). 

Les  cercles  ainsi  obtenus  ont  une  enveloppe.  Déterminer  les 
sommets  de  cette  courbe. 

Trouver  la  nature  du  lien  de  ces  sommets,  lorsque  M  se 
déplace  sur  le  diamètre  OX.  A.  Ribaucoub. 

880  (1868,  239).  —  P  étant  le  produit  des  entiers  inférieurs 
et  premiers  à  un  nombre  N,  la  différence  P — i  est  divisible 
par  N  lorsque  N  n'est  ni  premier,  ni  le  double  d'un  nombre 
premier,  ni  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  ni  le 
double  d'une  telle  puissance.  Lionnet. 

888  (1868,  33j).  —  Démontrer,  sans  admettre  aucun /jos^h- 
latum.,  que  l'angle  du  quadrilatère  ayant  pour  sommets  les 
milieux  des  distances  du  centre  d'un  quadrilatère  régulier  à 
ses  quatre  côtés  excède  les  yq  c'uu  angle  droit. 

LiONNIîT. 

895  bis  (1868,  557).  —  Si  deux  triangles  sont  homologiques, 
montrer  qu'on  peut  faire  passer  par  leuis  six  sommets  une 
cubique  telle  que  les  tangentes  aux  trois  sommets  de  chacun 
des  triangles  aillent  concourir  respectivement  en  un  point 
situé  sur  la  courbe.  Sylvester. 

947  (1869,  277).  —  Etant  donnée  la  série 

Co-+-  Cis-t-  Coz^-^.  .  ., 

convergente  pour  une  valeur  finie  quelconque  réelle  ou  imagi- 
naire de  c,  on  pose  l'équation 

Go+Ci«-|-C23^-4-..  .=  A, 

A  étant  un  nombre  donné.  Démontrer  que  la  différence  entre 
deux  racines  quelconques  Zy  et  ^2  de  cette  équation  est  supé- 
rieure à  une  quantité  fixe  qui  dépend  de  A  et  des  coeffi- 
cients Cfl,  C|,  C2,  ....  F.  PfcciOLi. 

967  (1869,  5Gi).    —  Théouème.  —  a  étant  an  nombre  en- 


(  '%  ) 

tier  positif  (/itelco/it/nc,  si  l'on  désif,nie  pav  S,j  la  somme 
(/es  rcsultals  que  fournil  l'ex/iression 

[f,(«—i)j  [/,(«- 1)-- 1][/3(«— I  )-■'.]..  ■[^'(« -!)-(«— ')], 

lorsqu'on  y  remplace  t^,  t^,  /g,  .  .  .,  f,i  par  tous  les  nombres 
entiers  depuis  i  jusqu'à  p,  avec,  celte  restriction  qu'on  ait 
toujours 

ti^iltk         et         ^/,(a  — i)  >  A  —  I, 

alors  on  a  l'identité  suivante 

S,  S, 


S3 


(/?  +  l)(/?-f-2)(/>  +  3) 

s  (a  —  \)p 
{p^\){p^-i)...{ap) 


2«  —  I  \/' 


Dksiré  Anbré. 


99U    (1870,    43o).    —    S,„    désignant    la    somme    des    puis- 
sances /n"""^'  des  racines  de  léquation 

Aj.r"  -t-  Ai.r"-'  +.  . .+  A;„a-«-"'+'  -H.  .  .-I-  A„.r  H-  A„_,_i  =  o 

où  l'on  a  fait,  ponr  abréger, 

__  a'"—  6'" 

A  „>  =    ; » 


on  a,  depuis  m  =  i  jusqu'à  ni  ^=  n  inclusivement, 
S,„=  a'" -h  b'". 

On  déduit  de  là  que,  a  et  b  étant   réels,   l'équalion  consi- 
déiée  ne  pout  avoir  deux  racines  réelles.  S.  Rt:\Lis. 

1000  (1870,  po).  —  S„,  désignant  la  somme  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation 

(7  (  rt  J~  I  ) 

X-"  -h  ax"-^  H .r«-3 

■2 

a{a  -h  i)(a  -i-  -i) 

■2.3 

a(a  -\-i)(a  -h  ■?.)(a  +  3)  .  .  .(  a  -h  n  —  \)  _ 

•>. .  3 . 4 . . .  /i  ' 


on  a 


(    .60   ) 

O/i  =  ï>/j  — 1  =  ^/i-2  =  .  .  .  ^  02  =;  5]  ^=  - 

a (  a  -\-  i  )( a  -\-  7.)  .  .  .  (  a  -h  /i  ) 


S„ 


ï. o .^ . 


On  déduil  de  là  que,  a  élant  positif,  l'équation  considérée 
ne  peut  avoir  deux  racines  réelles,  ce  qui  s'accorde  avec 
l'énoncé  de  la  question  770  (1866,  432). 

Note.  —  Pour  l'équation 

.r"-i  X"-''  X  I 

I  p\  {il  — ^  r ) !        n\ 

on  a  évidemment 

S,  =  82==.  .  .=  S„=  o, 

et  l'on  reconnaît  de  même  que  l'équalion  ne  peut  avoir  deux 
racines  réelles,  ce  qui  s'accorde  avec  la  question  775  (1866,  43.i). 

S.  Realis. 

1007  (1870,  i7<)).  —  Par  chaque  point  d'une  surface  du 
second  degré  on  peut  faire  passer  deux  cônes  de  révolution 
circonscrits  à  la  surface.  Ces  cônes  se  coupent  suivant  deux 
coniques  dont  les  tangentes  au  point  considéré  de  la  surface 
sont  aussi  tangentes  aux  sections  circulaires  de  la  surface  qui 
passent  par  ce  point.  Les  lignes  de  courbure  qui  passent  par 
le  même  point  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
deux  tangentes.  Emile  Weyr. 

1008  (1870,  480).  —  Tout  cube  parfait  différent  de  zéro, 
augmenté  de  i,  2  ou  8  unités  d'un  ordre  quelconque,  n'est  pas 
un  cube  parfait.  Moret-Blanc. 

1015  (1871,  96).  —  Construire  une  surface  gauche  ayant 
pour  ligne  de  structure  une  courbe  donnée,  et  pour  cône 
directeur  un  cône  de  révolution,  également  donné. 

Démontrer  que  si  l'ouverture  du  cône  varie,  le  paramètre 
de  distribution  de  chaque  génératrice  reste  constant  et  égal 
à  ce  qu'il  est  lorscfue  le  cône  directeur  se  réduit  à   un   plan. 

G.  FOURET. 


(  '6.  ) 


[B12b,d] 

SIR  LA  OLAXTITE   (HA)  (BC)  +  (DB)  (CA)  +  (l)C)  (AB) 
KXYISAGÉE  nA\S  L'ESIMCE  ; 

Par  m.   g.  FONTENÉ. 


Je  reviens  aujourd  liui  sur  un  sujet  dont  je  uie  suis 
déjà  occupé  dans  ce  Journal.  Mon  intention  est  surtout 
de  signaler  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  pour  obtenir  direc- 
tement la  propriété  rappelée  au  n"  A  :  on  pourrait 
trouver  là  l'origine  d'un  nouveau  calcul  vectoriel. 
Je  donne  ici,  faute  de  mieux,  une  démonstration  par 
l'inversion  qui  a  du  moins  le  mérite  d'être  simple. 


I. 


1.    La  notation  (AB)  désigne   un  vecteur,   de   sorte 

que  l'on  a 

(AB)  =  {OB)  — (OA). 

De  quelque  façon  que  Ion  définisse  le  [)r()diiit 
(iVB)(GD).  5i  la  multiplication  est  distributive,  la 
quantité 

(DA)(BG)-(-(DB)(GA)  +  (DC)(AB), 

dans  laquelle  les  quatre  points  jouent  le  même  rôle,  a 
pour  expression,  quand  on  prend  D  comme  origine, 

—  [(DB)(DC)  —  (DC)(DB )]—...-.  ... 
Si  la  multiplication  est,  en  outre^  committative, 

A/m.  de    Mallieinat.,  4'  série,  t.  \\  II.  (Mai   1917.)  '  >? 
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on  aura  rideiitité 

(\)  (DA)(BC)  +  (DB),(GÂ)  +  (DC)(AB)  =  o. 

2.  Pour  des  points  en  lij^ne  droite,  il  suffit  de  me- 
surer (AB)  |)ar  une  (|n;intité  alf;ébrique  AB;  on  a 
l'identité  d'Euler.  Pour  un  quadrangle  plan,  ou  quatre 
|)oints  dans  l'espace,  on  peut  considérer  le  produit 
scalaire  (  '  ) 

(AB)(GD)  =  AB.GDrosAB,  CD; 

la  multiplication  étant  alors   distrihutive   et  commu- 
tât i\c,  on  obtient  l'identité  connue 


(2) 


S  DA.BGcosDA,  BC  =  o; 


si  deux  des  cosinus  sont  nuls,  le  troisième  est  nul. 
Cette  identité  peut  d'ailleurs  se  déduire  de  la  formule 
connue 

(  DB^-f- GÂ'  t  —  (  Dg'-h  ÂÏÏ"  )  =-  ?. DA.BGcosDA,  BG. 

3.  Pour  quatre  points  dans  un  plan,  on  peut  encore 
mesurer  (AB)  par  une  quantité  imaginaire  AB. 
Soient  a,  ,3,  y,  a',  [i\  v'  les  argximents  des  directions 
BG,  CA,  AB,  DA,  DB,  DG;  on  a,  par  exemple, 

BG  =  BG(cosa  +  i  siiia), 

et  l'identité  fondamentale  donne 

D  A  .  BG  [  cos  (  a  -f-  a'  )  -h  i  sin  (  a  4-  a'  ;  ]  -t-    ..-,-...=  o. 


(')  On  donne  souvent  à  ce  produit  le  nom  de  produit  géomé- 
trique; c'est  un  tort,  et  celte  expression  pourrait  tout  au  plus 
être  employée  pour- désigner  le  produit  que  nous  appellerons  par  la 
suite  produit  vectoriel. 
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Les  piodults  DA.BG,  DB.CA,  DC.AB  meMireat 
donc  les  côtés  d'un  triangle  LMN,  les  directions  MN, 
NL,  LINI  ayant  pour  arguments 

a-+-x',  P-t-?',  T^-Y'- 

L'angle  des  directions  NL,  LM  (angle  extérieur  du 
triangle)  a  pour  valeur,  à  in^^  près, 

(y'-^')  +  CY-P)     ou     (Y-[i')H-(Y'_|B), 

c'est-à-dire 


DB,  DG  +  GA,  AB     ou     DB,  AB  +  GA,  DG; 

en  ajoutant  2'',  on  a  donc  poui-  l'angle  intérieur  du 
triangle,  à  /in'^  près, 

LM,  Ïn  =  DB,  DG  4-  AG,  AB  =  BD,  BA  ^  GA,  GD, 

et  la  structure  de  ces  deux  sommes  est  facile  à  saisir  : 
la  première  est  onstruite  avec  D  et  A  combinés  avec  B 
et  G  ou  G  et  B,  la  seconde  est  construite  avec  B  et  G 
combinés  avec  D  et  A  ou  A  et  D.  On  a  ainsi  un  théo- 
rème auquel  on  doit  attacher  le  nom  de  Bellavitis, 
encore  que  l'illustre  auteur  n'ait  explicité  l'énoncé  que 
<lans  des  cas  particuliers  : 

Dans  u/i  quadraiigle  pUin  ABGD,  Les  produits 

(3)  /=  DA.BG,         //?  =  I>B.GA,         /i  =  DG.AB 

sont  proportionnels  aux  côtés  d'un  triangle  LMN 
dont  les  angles  ont  pour  valeurs',  à  des  multiples 
près  de  quatre  angles  droits, 


(4) 


1  LÎM,  LN  =  DB,  DG  -f-  AG,  AB  =  BD,  BA  +  GA,  CD, 
l  MN,  ML  =  DG,  DA  -+-  BA,  BG  =  (5b,  GB  +  AB,  AD, 
l   NL,  NM  =  DA,  DB  ^-  GB.  GÀ  =  AD,  AG  +  BC,  BD. 


(  i64  ) 

Si  le  quadrangle  est  inscriptible,  on  a  le  théorème 
de  Ptolémée. 

Le  théorème  de  BeUavitls  s'obtient  facilement  pour 
un  quadrani;le  plan  ABC!)  en  faisant  une  inversion  de 
p()le   D;    si    L,   M,   JN    {/ig-  i)  sont   les    inverses   des 

Fis.  .. 


points  A,  B,  C,  on  a  en  elVet,  la  puissance  d'inversion 
étant  h-^ 

BG  A  2 


MN  =  /c2 


DB.i:)G        DA.DB.DG 


X  DA.BG,  ..., 


et,  pour  les  angles,   les   formules   ci-dessus.   Avec  la 
figure  donnée  ici,  on  écrira  de  préférence 

LN,  LM  =  AB,  AC  -  DB,  DG, 
IVIL,  MN  =  BG,  BA  —  DG,  DA, 
NM,  m.  =  GA,  GB  —  DA,  DB, 

l'angle  DC,  DA  étant  seul  négatif. 

4.  J'ai  donné  dans  les  Nouvelles  Annales  (1899, 
p.  407  et  suiv.),  l'analogue  du  théorème  de  Bellavitis 
dans  le  cas  du  tétraèdre. 
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L'auj^le  résultiuiL  de  deux  ani;les  (</,  h)  et  (c,  d)  est 
l'auyle  (e,  f)  obtenu  en  amenanl  ces  angles,  par  glisse- 
ment dans  leurs  plans  respectits,  le  premier  dans  la 
position  (e,  oj),  le  second  dans  la  position  (to,  _/ ), 
(I)  étant  linlersection  des  deux  plans  prise  dans  un  sens 
arbitraire  si  l'on  a  égard  seulement  à  la  grandeur  de 
l'angle  (e,  /),  et  non  à  la  direction  de  son  plan  comme 
dans  la  théorie  des  vecteurs.  Les  plans  des  deux  angles 
étant  orientés,  si  to  est  l'angle  de  ces  deux  plans,  on  a 

cos(e,  f)  =  cos(rt,  b)  cos(c,  d)  —  sin(rt,  b)  sin(  c,  d)  cosw  ; 

si  to  est  l'angle  des  demi-plans  (to,  e)  et  (w,y*),  l'un 
des  angles  (rt,  b)  et  (c,  d)  est  négatif.  iNous  écrii'ons 

(e,f)  =  [(a,b)^{c,d)]. 

On  a  alors  ce  théorème  : 

Dans  un  tétraèdre  ABCD,  les  produits 

(5)  /  =  DA..BG,         m  =  DB.GA,         n  =  DG.AB 

sont  proportionnels  aux  côtés  d'un  triangle  LMN 
dont  les  angles  ont  pour  valeurs^  à  des  multiples 
près  de  quatre  angles  droits  : 

l    L  =  [(DB,  DC)  -h  (AC,  AB)]  =  [(BD,  BA)  +  (GA,  GD;], 

(6)  I  M  =  [(DG,  DA)  +  (BA,  BG)]  =  [(CD,  GB)  -4-  (AB,  AD)], 
f    N  =  f(DA,  DB)  -+-  (CB,  GA)]  =  [(AD,  AG)  -+-  (BG,  BD)]. 

Si  l'on  pouvait  définir  le  produit  vectoriel  de 
deux  vecteurs  dans  l'espace  de  façon  que  la  multi- 
plication fût  distributive  et  commutative,  c'est  pro- 
bablement ce  théorème  que  l'on  obtiendrait  comme 
conséquence  de  l'identité 

(DA)(BG)  4-(DB)(GA)  +  (DG)(AB)  =  0. 
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5.  Une  iuversioa  de  pi'de  D  permet  de  déiiiDiitrer  le 
théorème  en  question.  Si  une  sphère  passant  en  A, 
B,  C  coupe  en  L.  M,  IN  {fig.  2)  les  arêtes  DA,  DB, 


DC  du  tétraèdre,  comuie  les  produits  DA.BC,  ...  sont 
proportionnels  aux  ciUés  du  triangle  LMN,  il  faut  mon- 
trer que  l'angle  L,  par  exemple,  est  égal  à  l'angle  résul- 
tant dont  on  a  écrit  ci-dessus  la  définition.  On  peut, 
pour  cet  ohjet,  faire  passer  la  sphère  par  le  point  D,  et 
l'angle  L  sera  remplacé  par  l'angle  des  tangentes  menées 
en  D  aux  deux  cercles  DAB,  DAC,  ces  tangentes  étant 
menées  à  partir  de  D  du  même  côté  de  l'arête  IJA  que 
les  triangles  DAB,  DAC  :  l'angle  (Dy,  D^i')  de  ces 
tangentes  doit  être  égal  à  l'angle  résultant. 

Considérons  la  figure  2,  dans  laquelle  les  droites  a'a, 
!j'^,  y'v  sont  les  traces,  sur  le  plan  tangent  en  D  à  la 
sphère  ABCD,  des  plans  des  faces  du  trièdre  D.  Soient 
les  angles  résultants 

[(DB,  DC)  +  (AC,  AB)],     [(BD,  BA)  +  (CA,  CD)], 
dont  on  ne  sait  pas  a  priori  s'ils  sont  égaux.   Pour 
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Ci»ii>lriiire  le  sccoiul  de  ces  ani;lt;.s  résiillaiils,  liiiler- 
sectiou  lies  cleiiv  plans  DAB  et  DAG  élanl  DA,  ou 
peut  déplacer  le  point  B  sur  l'arc  de  cercle  ABD  jus- 
qu'à l'aniener  en  IJ,  déplacer  le  point  G  sur  Tare  de 
cercle  AGI)  jusqu'à  l'amener  aussi  en  D  :  l'angle 
(BD,  BA)  devient  l'angle  (Dy',  DA),  l'angle  (GA,  CD) 
devient  l'angle  (DA,  D|3),  et  l'angle  résultant  estainsi 
l'angle  (Dv',  Djii),  que  l'on  peut  remplacer  par  l'angle 
opposé  (Dv,  D|ii').  G'est  le  tait  que  l'on  voulait  établir, 
du  moins  en  pi^enant  l'angle  résultant  sous  la  seconde 
forme.  Les  trois  angles  résultants  qui  figurent  dans 
l'énoncé  du  théorème  sont  égaux  aux  angles 

(Dy,  D!i'),     (Da,  Dy'),     (DJ3,  Da) 

situés  dans  le  plan  tangent  en  D  à  la  sphère  ABGD. 

On  a  considéré  seulement  le  second  des  deux  angles 
résultants  écrits  ci-dessus,  et  on  l'a  construitau  point  D, 
ce  qui  a  donné  l'angle  des  tangentes  Dy  et  T>p';  on 
aurait  pu  le  construire  en  A  et  il  est  clair  que  l'angle 
ainsi  obtenu  eut  été  égal  à  l'angle  en  D.  Si  l'on  avait 
considéré  le  premier  angle  résultmt,  on  l'aurait  con- 
struit en  B  ou  en  G.  Que  cet  angle  résultant  soit  égal 
à  l'autre,  c'est  ce  c[ui  résulte  du  tait  que  le  théorème 
d(jnt  il  s'agit  peut  se  démontrer  par  une  inversion  de 
pôle  B  aussi  bien  que  par  une  inversion  de  pôle  D.  Au 
surplus,  la  démonstration  dii^ecte  est  facile.  Si  l'on 
envisage  les  quatre  cercles  DAB,  DAG  et  BGD,  BGA, 
une  inversion  de  pôle  D  substitue  à  ces  quatre  cercles 
les  droites  LM,  L\ ,  et  la  droite  M^N  avec  le  cercle  LiNL\  : 
l'angle  des  tangentes  en  A  aux  cercles  DAB,  DAG  se 
transforme  en  l'angle  égal  (LM,  L^  )  ;  l'angle  des  tan- 
gentes en  B  aux  cercles  BGD,  BGA,  telles  qu'on  doit 
les  mener,  se  translorme  en  l'angle  que  fait  le  pmlon- 
eement  de   la  droite  ÎNIM  avec   la  tangente   en    M   au 
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cercle  LlVlJN  prise  en  avant  de  MN  ;  or,  ce  dernier  angle, 
ou  mieux  son  opposé,  esl  égal  à  l'angle  (LM,  LN). 
Voici  une  vérification:  lorsque,  laissant  fixes  l'arête  DA 
et  les  deux  plans  DAB,  DAC,  on  amène  B  et  G  en  D 
pour  montrer  que  le  second  angle  résultant  est  égal  à 
l'angle  des  tangentes  en  D  aux  deux  cercles  DAB 
et  DAC,  le  premier  angle  résultant  se  réduit  également 
à  l'angle  de  ces  tangentes,  puisque,  en  même  temps 
que  les  directions  DB  et  DG  deviennent  Dy  et  D^', 
l'angle  (AG,  AB)  devient  nul. 


II. 


6.  On  doit  appeler  produit  vectoriel  de  deux  vec- 
teurs (AB)  et  (GD)  un  vecteur  OH  dont  la  longueur 
est  mesurée  par  le  même  nombre  que  le  produit 

AB.CDsinAB,  CD, 

et  dont  la  direction  est  orthogonale  aux  deux  vecteurs 
donnés;  si,  par  un  point  quelconque  O,  on  mène  les 
vecteurs  OB'  et  OD'  équipoUents  aux  vecteurs  AB 
et  GD,  on  peut  dire' encore  que  la  longueur  du  vec- 
teur-produit est  mesurée  par  le  même  nombre  que 
l'aire  du  triangle  OB'D';  quant  au  sens  de  ce  vecteur- 
produit  OH,  il  est  tel  que  pour  l'observateur  OH  le 
sens  de  circulation  OB'D'  soit  un  sens  déterminé. 

Observons  que,  si  l'on  projette  les  deux  vecteurs  iVB 
et  GD  sur  un  plan  parallèle  à  cliacun  d'eux,  en  A'B' 
et  G'D'.  le  produit 

AB.CD  siiiAB,  GD 

représente  le  double  de  l'aire  du  quadrilatère  AGBD. 
Je  rappelle  que  l'aire  plane  ABGDE ...  L,  quelle  que 
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soll  la   tonne  du  contour  ABCDE...L,  est  la  somme 
des  aires  ali;ébriques 


0.\h,     OBC,     OGIJ,     ...,     OLA, 

le  point  O  étml  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan 
de  la  ligure   (\^oir  Géométrie  dirigée,  librairie  Mony, 

.8.,;.)  .  ■' 

7.  Avec  le  produit  vectoriel,  la  multiplication  est 
encore  distributive;  elle  itest  plus  commutative^  le 
vecteur-produit  changeant  de  sens  quand  on  change 
l'ordre  des  deux  facteurs.  On  a  alors 

ab  —  ba  =  1  ab^ 

et  il  arrive  ceci  : 

i"  L'expression 

(DA)(BC)-+-(DB)(CA)  +  (DC)(AB) 

n  est  pas  nulle; 

2"  Les  quatre  points  A,  B,  C,  D  ne  jouent  pas  le 
même  rôle,  et  Von  aura  à  considérer  quatre  expres- 
sions de  cette  nature. 

8.  Soit  un  tétraèdre  ABGD.  Le  sens  direct  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  étant  de  gauche  à  droite,  nous 
supposons  que  le  sens  de  circulation  BCD  est  le  sens 
direct  pour  un  observateur  qui  a  les  pieds  sur  le 
plan  BCD  et  la  tête  en  A;  le  sens  de  circulation  ACD 
(ordre  alphabétifjue)  est  alors  le  sens  rétrograde  pour 
un  observateur  qui  a  les  pieds  sur  le  plan  ACD  et  la 
tête  en  B;  le  sens  de  circulation  ABD  est  direct..., 
le  sens  de  circulation  ABC  est  rétrograde. . ..  Le 
nombre  des  points  A,  B,  C,  D  étant  pair,  on  aurait  la 
même  alternance  de  sens  ^i  l'on  considérait,  avec  per- 
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muliiiion  circulaire,  BCD,  GDA,  DAB,  ABC.  Oa  peut 
dire  encore  :   le  sens  de  circulation  ABC  étant  rétro- 


Fis.   3. 


grade....   les  sens  de    circulation   DBC,   DCA,   DAB 
sont  directs. . .. 

Nous  aurons  à  considérer  les  expressions 


(') 

(AB)(CD)+(AG)(DB)  +  (AD)(BG), 

(•^) 

—  [(BA)(GD)  +  (BC)(DA)+(BD)(AG)J, 

(3) 

(CA)(BD)  +  (CB)(DA)  +  (G1))(AB), 

(4) 

—  [  (  D A  )  (  BG  )  +  (  DB  )  (  GA )  +  (  DG  )  (  AB  ) ], 

relatives  aux  quatre  sommets  A,  B,  C,  D.  iNous  pose- 
rons, en  écrivant  ici  \  pour  (X), 

X  =  — (DA)(BG), 
(ji  =  — (DB)(GA), 
V  =-(DG)(AB); 

si  A' A",  B'B",  C'C"  sont  les  perpendiculaires  com- 
munes aux  couples  d'arêtes  opposées  du  tétraèdre,  les 
points  A',  B',  C  étant  sur  les  arêtes  issues  de  D,  les 


(  •-'  ) 

vecleurs  À,  u,  v  soul  tlini;é.s  siii\aii(  ces  droites,  et 
orientés  de  A'  vers  A",  de  iV  vers  B",  de  C  vers  G", 
puisque  le  preuiier,  par  exeiuple,  est  le  produit 
(AD)  (BC);  eu  désii;uant  par  V  le  volume  du  téh-aèdre, 
les  modules  de  ces  vecteurs  soûl  respeclivemeal 


X, 

—  !■<■> 

— 

->M 

-+-  IJ-, 

— 

—  X. 

—  [^> 

-t- 

X, 

-+-  I^, 

-+- 

A' A"        B'B"        CC" 

Les  expressions  (i),  ...,  (4)  sontahjrs,  en  cliani;eant 
l'ordre  des  termes, 

C) 
(2) 

(3) 
(4) 

sur  les  arêtes  issues  de  A,  par  exemple,  se  trouvent  les 
points  A',  B",  G",  et  l'on  considère  dans  l'expression  (i) 
la  somme  de  vecteurs  orientés  de  A'  vers  A",  de  B" 
vers  B',  de  G"  vers  G',  de  même  que,  dans  l'expres- 
sion (4),  on  considère  la  somuie  de  vecteurs  orientés 
de  A',  B',  G'  vers  A",  B",  G". 

9.  Nous  allons  rattacher  les  vecteurs  À,  [j.,  v,  liés 
aux  trois  couples  d'arêtes  opposées,  ù  d'autres  vec- 
teurs a,  ^,  Y,  8,  liés  aux  quatre  faces  du  tétraèdre. 
JNous  désignei'ons  par  a  un  vecteur  perpendiculaire  au 
plan  BGD,  orienté  comme  l'iudicjue  la  figure,  c'est- 
à-dire  vers  la  région  où  est  A,  et  dont  le  module  est  le 
double  de  l'aire  du  triangle  BGIJ;  on  aura  de  même 
les  vecteurs  [i,  y,  o.  Les  modules  de  ces  vecteurs  sont 
respectivement 

()  \        (•)  \' 

Â7'    "Â7'    ■■■■ 
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On  peut  écrire 


a  =  (DBG)  =  (DB)(DC)  =  (BG  )  (  BD)  ==  (CD  )  (GB  ), 

p  =  (DGÂ)  =  (DG)(DA)  =  (GA)(GD)  =  (AD)(AG), 

Y  =  (DAB)  =  (DA)(DB)  =  (AB)(AD)  =  (BD)(BA), 

.  S  =  (ABG)  =  (AB)(AG)  =  (BC)(  BA)  =  (GA)(GD). 


Ou  a  alors 


(5) 


l  =  P  -h  y  =  —  (o  '^-  ol), 
[a  =  Y+  a  =  -(o+  [i), 
v=  a-h  p  =  — (o  +  y), 


ce    qui    forme  seulement  quatre   relations    distinctes, 
dont  l'une  est  la  relation  bien  connue 

En  elTet.  si  l'on  prend  D  comme  origine,  on  a 

-(DA)(BG)=-(DA)[(DG)-(DB)] 

=  (DG)(DA)  +  (DA)(DB); 

en  prenant  B  comme  origine,  on  a  de  même 

—  (DA)(BG)=-[(BA)-(BD)](BG) 

=  -f(BA)(BG)  +  (BG)(BD)J. 
Si  l'on  écrit 

(BG)(DA)  =  (BD)(BA)  +  (GA)(GD), 
{DA)(BG)  =  (DB)(DG)  +  (AG)(AB), 

le  mécanisme  de  ces  égalités  apparaît  nettement. 

Des  relations  ci-dessus  on  déduit  le  système  équi- 
valent 

X-f-fX-|-V=  —  20, 

,        X — u.  —  v=  — 2  a, 

—  À+   [Jl  V   =  —  2p, 

—  X  —  ji.  -I-  V  =  —  2  y, 
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ou 

—  [(DA)(BG)  +  (DB)(GA)  +  (D(:)(AB)]=:-20, 
(AB)(CD)  +  (AC)(DB)  +  (AD)(BC)    =  —  irt, 

Trois  vecteurs  \,  p.,  v,  dirigés  suiva/it  A' \",  B'B", 
G'C",  orientés  de  A'  i^ers  A",  . . .,  et  ayant  pour  lon- 
gueurs 

A2  k^  k^ 

JJJj''    WW'    c^c^'' 

ont  pour  somme  le  i^ecteur  —  20,  dirigé  suivant  la 
hauteur  issue  de  D,  orienté  de  D  vers  le  plan  ABC, 

et  ayant  pour  longueur  i-r  •  Si  l'on  change  le  sens 

des    deux    derniers    vecteurs^    on    a    pour   somme 

—  2a;  etc. 

10.   On  arrive  directement  à  ce  résultai  en  écrivant 

—  [DA)(BC) +  ...  +  ...  =  (DA)[(DB)  — CDG)  ]+...  +  ... 

=  (DB)(DG)  —  (DG)(DB) +...+... 

=  2[(DB)mG)  +  . ..  +  ...], 
ou 

X  -H  [JL  -+-  V  =  2  (a  -4-  p  -H  Y  )• 

Si  l'on  ne  veut  pas  supposer  connue  la  relation 

a.-{-^-\-^-\-h  —  o, 

qui  est  un  cas  particulier  d'une  relation  générale  rela- 
tive à  un  polyèdre  quelconque,  on  peut  établir  comme 
il  suit  l'égalité  a+  [3  -1-y=:  —  0.  L'expression 

-[(DA)(BG)+. ..  +  ...] 

a  une  valeur  indépendante  de  la  position  du  point  D, 
comme  on  le  voit  en  évaluant  les  trois  vecteurs  (DA), 
(DB),  (  DC)  par  rapport  à  une  origine  quelconque  D'; 
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il  en  est  donc  de  même  de  Texpression 

(DP>)(IJG)+. ..  +  ..., 

et  l'on  peut  rév.iluerea  remplaçant  le  point  D  par  un 
point  D'  du  plan  ABC;  on  voit  alors  qu'elle  a  pour 
valeur  —  ô. 

J'ai  propose  la  démonstration  de  l'égalité 

1  -h  [x  -h  •/  —  —  aâ 

dans  les  NoiweLles  yi/inales,  en  i<Si)8;  la  solution  pré- 
cédente a  été  donnée  en  1900,  page  879,  en  supposant 
connue  la  relation  a  +  [i  -+-  y  =  —  0. 

11.  Les  relations  (5)  peuvent  être  établies  d'une 
manière  qui  en  rend  mieux  compte  que  le  procédé 
emplojé  ci-dessus.  Les  vecteurs  [3,  y  et  \  sont  tous 
trois  perpendiculaires  à  l'arête  DA  ;  transportons  les 
vecteurs  |j  et  yen  A',  et  soient  [ii,,  y,  les  deux  vecteurs 
ainsi  obtenus.  Le  vecteur  [ii,,  perpendiculaire  au 
plan  DAC,  et  dont  le  module  est  égal  au  doidjle  de 
l'aire  du  triangle  DAC,  est  la  résultante  de  deux  vec- 
teurs rectangulaires,  l'un  dirigé  suivant  A'A",  l'autre 
perpendiculaire  au  plan  DAA";  le  vecteur  y,  est  de 
même  la  résultante  de  deux  vecteurs,  l'un  dirigé  sui- 
vant A'A",  l'autre  perpendiculaire  au  plan  DAA".  Les 
deux  vecteurs  perpendiculaires  au  plan  DAA"  sont  de 
sens  contraires  et  ont  des  modules  égaux  :  ces  modules 
sont,  en  eirel,  les  doubles  des  aires  des  deux  triangles 
obtenus  en  projetant  les  triangles  DAC  et  LJAB  sur  le 
plan  DAA",  et  ces  deux  triangles,  de  base  DA,  ont 
même  hauteur  puisque  la  projection  de  l'arête  BC  sur 
le  plan  DAA"  est  perpendiculaire  à  A'A",  donc  paral- 
lèle à  DA.  Restent  donc  les  composantes  des  deux  vec- 
teurs ^,,  V,  suivant  A'A".  Les  modules  de  ces  vecteurs 
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sont  les  doubles  des  aires  des  Iriangles  obtenus  en 
projet. tnl  les  deux  triangles  IJAB,  DAC  sur  le  plan 
mené  par  L)\  perpendirulaireuienl  à  A'A"  :  la  somme 
des  aires  des  triangles  ainsi  ol)tenus,  ou  l'aire  du  qua- 
drilatère DGAB,  est  précisément  la  moitié  du  module 
du  vecteur  X.  On  a  donc  bien  A  =  S  +  ^'^ 


m. 


l!2.  Dans  la  théorie  des  qualernions,  l'élément  fon- 
damental est  l'ensemble  d'un  nombre  d  et  d'un  vecteur; 
j'ai  proposé  [Enseignement  mathématique)  de  don- 
ner à  cet  élément  le  nom  de  scal-vecteur. 

Le  produit  de  deux  scal-vecteurs  est  un  scal-vecteur. 
En  particulier,  le  produit  de  deux  vecteurs  est  un 
scal-vecteur  dont  la  partie  scalaire  est  le  produit  sca- 
laire changé  de  signe,  dont  la  partie  vectorielle  est  le 
produit  vectoriel;  cela  résulte  de  la  formule 

( a,  -4-  <^y  +  c/, )  (  a'i  -h  h'j  -i-  c'^.  ) 

=  —  (rta'-t-  b/y  -+-  ce'  )  -+-  (bc —  cb')i  -f- ...  -h  ...  . 

Quand  on  change  l'ordre  des  facteurs,  pour  le  pro- 
duit de  deux  vecteurs,  la  partie  scalaire  ne  change  pas, 
la  partie  vectorielle  change  de  signe.  On  a  donc 

(  AB)  (CD)  — (CD)  (AB}=?.  X  partie  vecloiielle  de(AB)(CD), 
sans  partie  scalaire.  Si  l'on  écrit  alors 

—  [(DA)(BC) +...  +  ...  J  =      (DB)(DC)  — (DG)(DB) 


la  partie  scalaire  est  nulle;  on  réunit  ainsi,  sans 
aucun  avantage  d'ailleurs^  l.i  déinonstr.ition  de  la 
formule  scalaire 


2  DA .  BC  cos  DA ,  BC  =  o, 
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el  la  démonstration  de  la  formule  vectorielle 

X  -h  [J.  -1-  V   =  —  2  S. 

Il  est  procédé  ainsi  dans  la  solution  citée  à  la  fin  du 
n"  10. 

13.  En  géométrie  plane,  avec  deux  axes  0.r,  O  )' 
tracés  dans  le  plan,  et  un  axe  Oz  perpendiculaire  au 
plan,  un  vecteur  a  pour  symbole  ai-h  bj]  on  a  alors, 
pour  deux  vecteurs  AB  et  CD, 

'(«j-H  bj){a'i  -+■  b'j)  =  —  (aa'H-  bb' )  -+-  {ab'  —  ba'  )k, 
OU 

(AB)(GD)=— .AB.CDcosAB,GD 

+  AB.GD  sinAB,  CD  x  k. 

Ce  produit  complet,  qui  est  un  scal-vecteur ,  est 
Jort  différent  du  produit  complexe 

AB(cosa  -h  i  sina)  x  GD(cos  p  -i-  «  siii  (î) 
—  AB.GD[cos(a  -h  P)  -i-  t  sin(a  -h  !  )  ], 

et  c^est,  je  le  répète,  l'cinalogue  de  ce  dernier  pro- 
duit qiiil  faudrait  définir  pour  déduire  d'une 
identité  de  la  forme 

(DA)(BG)  +  (DB)(GA)^(DG)(AB)  =  o 

le  théorème  du  n°  A  qui  est  l'extension  à  l'espace 
du  théorème  de  Bellcwitis. 

14.  Je  ferai,  en  terminant,  la  remarcjue  suivante. 
Le  quotient  de  deux  scal-vecteurs  est  définiparla  rela- 
tion 

diviseur  x  quotient  =:  dividende. 

On  peut  représenter  un  scal-vecteur  par  le  quotient 


(  •::) 

de  deux  vecteurs,  et  cette  représentation  donne  une 
règle  simple  pour  le  produit  de  deux  scal-vecteurs  ; 
on  a,  en  eiret. 

(OC)  .  (PB)  _  (OC)  (PB)       (OC)  _  (OC) 

(OA)  •  (OAj  ~  (OB)        °"        (OA)  ^  (OB)  ~  (OA)' 


[K'I] 

SECOXHE  \OTE 
SIR  LE  PROBLÈME  DE  PUM»IS  GENERALISE; 

Par  m.  Joseph  JOFFROY, 
Professeur  lionoraire. 


Pour  1  intelli;^ence  des  courtes  observations  qui 
suivent,  il  est  nécessaire  de  se  reporter  à  l'article  publié 
par  moi,  en  avril  1916  (p.  168-171),  et  à  la  figure  qui 
raccompagne. 

En  supposant  droit  l'angle  XO^  =:  w  et  cherchant 
OS  =  X  qui  déterminera  la  droite  SS)  =  /  inscrite  dans 
l'angle.et  passant  par  le  point  P  de  la  bissectrice  dont 
les  coordonnées  sont  OA  =  a,  OB  :=  a,  on  obtient 

(El)       x*  —  -lax^ -^  {la^  —  i-)x-  -h  ia  l- x  —  a-l-^=  o. 

Dans  les  Traités  d'Algèbre  on  déclare  que  l'équation 
(E,)  ne  peut  pas  être  résolue  par  des  expressions  cal- 
culables, et  l'on  cherche  une  inconnue  autre  que  OS. 
Je  vais  prouver  que,  en  résolvant  (E,)  par  la  méthode 
générale  connue,  on  obtient  ses  racines  sous  une  tonne 
permettant  de  les  calculer  et  de  les  construire. 

Aan.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  WII.  (Mai  1917.)  M 


(  i:8  ) 

Pour  résoudre 

(F)  X*  +  AX^-+- BX-4-G  =  o, 

on  a  (voii^  l'Algèbre  de  Briot) 

X^-h/jX -+- ^r  =  o,  X- — /)X  -h  A  -t-yO^—  ^=  o. 

g  =  - y        p-=-, 

^3+-2A;32-t-(A2  — 4c)s  —  B-=  o. 

D'abord  je  mets  (E,)  sous  la  forme  (F)  en  rempla- 
çant X  par  X  -h  /i  =  X  H — ;  elle  devient 

X'H X--^-  a(«2_i_  /2  ,  \_^ _! =  o, 

2  i6 

et  l'équation  en  z  devient 

Le  produit  de  ses  racines  étant  «-(«-+/-)-,  j'ai 
l'idée  de  mettre  à  la  place  de  z  le  facteur  «^  +  /-,  et 
je  constate  que  l'équation  est  satisfaite.  La  somme  des 
deux  autres  racines  est 

leur  produit  est 

^.(a2^/2)2_ 

elles  valent  donc 


/2— aa^ihv/^— 8a2/2 

Pour  ^  =  rt--t-  ^-,  j'ai 

pi  =  z,         p  =±  sj a''-  -f-  /-., 
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Je  suppose  p  =: -\- \/ a- -^r  l'-\  '{  c^f  alors  déterminé, 
et  je  résous  les  équations 

.r^  +  /) a;  -+-  <7  =  o,         x'^  —  px  +  A+/7-  —  q  =  o 

dont  les  racines, X  sont  celles  de  (E2). 
Celles  de  E|  sont  donc 

X  =  \  -\ 

Théorème  relatif  au  problème  tout  à  fait  géné- 
ral. —  Le  point  P  quelconque  dans  l'angle  XOY  =  to 
a  pour  coordonnées  OA  =«,  OB  =  b]  SS'=:  /  est  la 
droite  qu'il  faut  inscrire. 

Je  cherche  AS  =  x^  BS,  =  j'  : 
La  figure  donne 

y  +  b        X  -^  a 
b  X 

(y  -H  6)2-(-(a"  -f-  a)2 —  i{x  -^  a){Y  -\-  b)  costo  =  /2. 

Eliminant j',  j'obtiens 

(J)    x'*  ^  i{n  —  bco%M)x-^  -+-(a^  -^  b-  —  4  ^l^  cos  w  —  I-  )x'^ 

-\-  labi^b  —  a  cosw)  ar  -t-  a^è^  =  o. 

Soient  S,  S',  S",  S'"  les  points  des  quatre  droites  / 
(inscriptibles  dans  X0\  )  situées  sur  OX  :  les  valeurs 
de  x^  racines  de  (J),  sont  celles  de  -t-AS,  +  AS', 
—  AS',  —  AS'"  :  leur  produit  vaut  «-6-,  dernier  terme 
de  (J),  il  ne  change  donc  pas  quand  /  change,  ni  la 
somme  des  produits  de  trois  de  ces  longueurs,  laquelle 
vaut  —  2  ab{b  —  a  costo),  ni  la  somme  de  ces  longueurs 
qui  vaut  2( —  «H-  bcoso)). 

Soient  S),  S',,  S'|,  S','  les  points  des  quatre  droites  / 
inscrites  qui  sont  sur  0\  :  leurs  distances  au  point  B 
de  0\  donnent  lieu  aux  mêmes  propriétés  ci-dessus, 
Leur  produit  est  le  même  quelle  que  soit  la  grandeur 
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de  /;  de  plus,  il  est  égal  au  produit  ci-dessus ,  e'gal  à 
a'-b-^  ce  qui  est  remarquable  (on  voit  bien  que  Téqua- 
tion  en  ic  devient  l'équation  donnant  )'  si  l'on  change 
X  en  )',  a  en  b  et  b  en  a). 


CORRESPO\DA\CE. 


M.  F.  Balitrand.  —  A  propos  d'une  question  de 
Cinématique.  —  La  question  de  cinématique  posée 
par  ]M.  Faucheux  [N .  A.,  '9'7i  |*-  ''o)  renferme 
dans  son  énoncé  une  petite  inexactitude  due  à  une 
transposition  des  cas  particuliers  I  et  II.  C'est  ce  qui 
nous  a  poussé,  en  même  temps  que  l'intérêt  propre  du 
problème,  à  en  donner  la  solution  ci-dessous.  Nous 
conservons  les  notations  de  M.  Faucheux. 

Soient  de  plus  O  un  point  de  la  trajectoire  T  et  OP 
l'accélération  en  ce  point.  Les  composantes  de  OP 
suivant  la  tangente  et  la  normale  en  O  à  T  sont 

as  p 

Les  triangles  semblables  OCM,  OBP  donnent 

CM  _  OC 
"BP  "~  ÔB* 

et  puisque,  par  hypothèse, 

dû 
CM  =  nCGi  =  «pi  =  rt  p -j^         (n=const.), 


do         dv 
n  -i-  =  — ; 

P  " 
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d'où 

v  =  Cp". 

La  réciproque  se  (Jéinoutrerail  en  reprenant  les 
calculs  précédents  en  sens  inxerse. 

Ca^  ptn  (irii/iers.  —  n  =  i  : 

cl  s  ds  ,  ^ 

4^=— -=c3  =  c —  (z  =  cat). 

at  '  i 

71  =  —  I.  —  L'aire  infinitésimale  balayée  par  le 
rayon  de  courbure  est  égale  à 

ch  ^  -  z  ds  ^  -  ov  dt  ==  —  c  dt. 

■1   '  1   '  2 

/z  =  ±  i .  —  On  a 

'2 

V-  ^  c-0         et         (>'  =  — 

p 

Il  existe  des  courbes  pour  lesquelles  les  droites 
issues  de  leurs  points  et  divisant  dans  un  rapport  cons- 
tant les  rayons  de  courbure  correspondants  de  la  déve- 
loppée passent  par  un  point  fixe.  Ce  sont  les  courbes  de 
Cesàro  qui  renferment  comme  cas  particulier  les  lignes 
de  Ribaucour  et  les  spirales  sinusoïdes.  Elles  com- 
prennent aussi  les  coniques  à  centre,  puisque  (théo- 
rème de  Mac-Laurin)  les  diamètres  des  coniques 
divisent  dans  le  rapport  -  les  rayons  de  courbure  cor- 
respondants de  la  développée. 

On  est  donc  amené  à  se  poser  le  problème  suivant  : 
Un  mobile  décrit  une  courbe  de  Cesàro  sous  /\iction 
d'une  force  passant  constamment  par  le  pôle, 
trouver  la  loi  de  cette  force.  Dans  le  cas  des  coniques 
à  centre,  la  force  est  proportionnelle  au  rayon  vecteur, 
résultat  Ijien  connu. 
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M.  R.  Goormaghtigh.  —  Sur  une  égaUté  cVarcs. 
—  MM.  R.  Bouvaist  et  H.  Lebesgue  ont  signalé  [N.  A., 
191  G,  p.  319,  35^)  des  théorèmes  généraux  renfermant 
comme  cas  particulier  une  proposition  concernant 
l'équivalence  des  arcs  d'une  ellipse  et  d'un  limaçon 
de  Pascal,  que  M.  Barisien  avait  démontrée  (ujiij, 
p.  32:5).  Le  théorème  général  suivant  renferme  aussi 
cette  propriété  :   . 

Les  arcs  de  la  développée  intermédiaire  d' indice  \ 
d^ane  courbe  G  d^équation  intrinsèque  f{s^  p)=:o 
sont  égaux  aux  arcs  correspondants  de  la  courbe  G' 

d'équation  cartésienne  f\  y(i  +  A)^,  (1  +^)j^  =0. 

Si  l'on  prend  comme  axes  mobiles  des  x  et  des  y  la 
tangente  et  la  normale  en  un  point  M  de  G,  et  si  y 
désigne  le  centre  de  courbure  de  G  en  M,  on  voit  faci- 
lement, au  moyen  des  formules  de  Geskro,  que  l'élé- 
ment d'arc  du  lieu  du  point  qui  divise  My  dans  le 
rapport  de  1  à  À  est 

En  faisant  correspondre  au  point  (5,  p)  de  G  le  point 
de  G'  quia  pour  coordonnées  ).5  :  (1  +  ).)  et  p  :  (i  -f-X), 
on  voit  que  l'expression  (1)  est  aussi  l'élément  d'arc 
de  G',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

En  particulier,  si  l'on  considère  comme  courbe  G 
une  cjcloïdale,  on  retrouve  le  résultat  obtenu  par 
M.  Lebesgue  (1916,  p.  358),  notamment  que  la  recti- 
fication des  cycloïdales  allongées  ou  raccourcies  (tro- 
choïdales)  se  ramène  aux  intégrales  elliptiques.  Il 
résulte,  en  effet,  de  l'équation  intrinsèque  des  cycloï- 
dales que  G'  est  dans  ce  cas  une  ellipse;  d'autre  part, 
les  développées    intermédiaires    des    cycloïdales    sont 
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des  li'DclioïdLiles  ilc  iiumik- moMiile.  D'une  maiiKre  plus 
précise,  on  décluil  ("acileineal  des  considérations  qui 
précèdent  la  proposition  suivanle,  d'ailleurs  connue 
[voir  A.  GoB,  Rectijicalion  des  epitrochoïdcs  [Mém. 
de  la  Soc.  des  Se.  de  Liège,  1902)]  : 

Si  l'on  considère  d'une  part  une  trochoïdale  de 
module  n,  roulette  d'un  point  lié  à  un  cercle  de 
rayon  r  situé  à  une  dislance  li  du  centre  de  ce 
cercle:,  et  d^  autre  part  l'ellipse  de  demi-axes  r  -\-  h 
et  r  —  /i,  un  arc  de  la  trochoïdale  vaut  2(1  -h  n)  fois 
l'arc  correspondant  de  V ellipse. 

Pour  n  r=  1 ,  on  retrouve  le  cas  du  limaçon  de 
Pascal. 

M.  R.  Goormaghtigh.'' —  Sur  Vorlhopôle.  —  La 
propriété  du  point  de  Feuerbacli  signalée  par  M.  Thé- 
bault  (A.  A.,  u)i(),  p.  499)  peut  être  généralisée  de 
la  manière  suivanle.  Sur  un  diamètre  quelconque  0 
du  cercle  circonscrit  à  un  triangle,  il  ja  deux  points  1, 
et  I2,  symétriques  par  rapport  au  centre  du  cercle  cir- 
conscrit, tels  que  les  droites  qui  joignent  les  sommets 
du  triangle  aux  projections  aj,  (îi),  y(  et  a2,  ^21  ya  <Jg  Ii 
et  lo  sur  les  côtés  correspondants  soient  concourantes 
en  des  points  Ji  et  Jo.  Nous  avons  montré  (^Journal  de 
Vuibert,  i9i3-uji4,  p-  1  10)  que  les  coniques  S,  etSo 
qui  touchent  les  côtés  en  a,,  ^,,  v,  et  en  a2,  [i^i  ^'2 
passent  par  Tortliopôle  de  0.  Les  points  d'Hamilton 
correspondant  à  l)  sont  les  intersections  des  côtés  cor- 
respondants du  triangle  a|jj,v,  et  du  triangle  formé 
par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  fondamental.  On 
a  alors  la  proposition  suivante  : 

Le  triangle  formé  par  les  points  d'Ihi/nilton  cor- 
respondant au  point  1,  est  circo/iscrit  au   triangle 
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fondamental  et  homologique  à  ce  triangle;  l'axe 
dliomologie  est   la    tangente  à    la   conique  S,    efi 
V orthopôle  du  diamètre  ù. 

Cette  tangente  est  la  transversale  réciproque  de  la 

droite  qui  joint-Ii  au  centre  de  gravité  du  triangle. 

—\ 

1/  M.  E.  Jacquet.  —  Sur  le  problème  de  Pappus  gé- 
néralisé. —  Voici  une  autre  solution  de  la  question, 
traitée  dans  ce  journal  par  M.  JolTroy  (1916,  p.  168)  et 
par  M.  J.  Lemaire  (1917,  p-  i33)  : 

Le  problème  revient  évidemment  à  construire  un 
triangle  OAB  (  '  )  dans  lequel  on  connaît  la  base  AB=  /, 
l'angle  opposé  AOB  =  w  et  la  longueur  de  la  bissec- 
trice OV^d.  Sur  AB  comme  corde  je  décris  Tare 
AKB  du  segment  capable  de  l'angle  to,  La  bissec- 
trice OP  passera  par  le  milieu  I  du  second  arc  AB. 

Or  10  —  IP  =0P  =  fZ  et  10  .  IP  =  iÂ'.  Nous  sommes 
donc  ramenés  à  construire  deux  longueurs,  connaissant 
leur  différence  et  leur  produit.  La  circonférence  décrite 
de  I  comme  centre,  avec  la  plus  grande  de  ces  lon- 
gueurs comme  rayon,  coupe  la  première  au  point  O 
chercbé  :  le  rayon  de  ce  cercle  est  évidemment  supé- 
rieur à  lA. 

La  discussion  est  immédiate.  La  condition  de  pos- 
sibilité   est    :    OP<KG,    ou    <i  <  -  cot  — ,    ou    enfin 

l^2d  tang  -  • 

Le  point  de  rencontre  P'  de  la  deuxième  circonfé- 
rence avec  le  prolongement  de  AB  donne  lieu  à  un 
deuxième  triangle  AO'B  qui  fournit  les  solutions  de 
seconde  espèce.  Celles-ci  existent  toujours. 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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M.  N.  N.  Parfentieff  (Kazan).  —  Sur  (jac/qites  for- 
mules asymptotiques.  —  C'esl  un  fait  très  connu  que 
la  notion  arithmélique  de  l'intégrale  peut  conduire  à 
un  granit  noinbre  de  formules,  exactes,  ou  quelquefois 
asymploti(jues.  La  présente  remarque  a  pour  objet 
d'attirer  l'attention  du  lecteur  sur  une  série  de  ces 
formules  asymptot iques. 

La  source  de  nos  formules  sera  l'intégrale 


0 


(i)  /     xP\o^xdk  ^  — 


D'autre  part,  arithmétiquement,  on  a 


=   1  i  m 


2 


A  =  l 


{p-^lf  n=:=^^^'l\'i/  ^    \H 


et  par  suite,  asynipfotiquenient^  nous  avons  le  droit 
d'écrire  (  '  ) 


A  — 1 

c'est-à-dire 


(a)  1 1^ 9.2^.33".  .„/<'' ^  e 


7'+'!' 


formule  asjmptotique  dont  nous  pouvons  déduire  une 
foule  d'égalités  arithmétiques  asymptotiques. 

Par  exemple,  en  posant  dans  la  formule  (2),  p  =  o, 
nous  arrivons  à  la  formule  célèbre  de  Stirli/tg 

I .  u  .  3  . .  .  /i  =  n  !  ~  g-"  n". 
Ensuite,  en  posant  jd  =:=  1 ,  nous  avons 

(3)  i.'/^33...n"^e~*"  .n^"  ^'^«/. 

(')  Nous  employons  le  signe  ~  pour  l'égalité  asymplolique. 
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iJ.ms  notre  Livre  Etudes  sur  la  théorie  de  la 
croissance  des  fonctions  publié  ea  langue  russe, 
nous  avons  donné  la  formule  asvinptotique  suivante 
qui  est  une  généralisation  de  la  formule  de  Stirling  : 

T{i).Y {1). .  .V i n  +  i)  r^  i\/l^.}" .6"^-  .n~ . 

En  la  comparant  avec  la  relation  (3),  nous  voyons 
quasymptotiquemen  t 

r(i).V{-i).r{'i)...T(n-^\)r^i.'i^.'iKV*...n".e    * 

ou 

1    , 
i^.a"   ».3''-2.4"-3_ ,  .(n  —  i)^n  ~  1 1.2-2. 3^4V  .  .n".e    *"  , 

c'est-à-dire 


i«.-2«-'.3"--..  .{n  —  1)-." 


Toutes  ces  formules,  malgré  leur  simplicité,  peuvent 
avoir  des  applications  dan>  Tarithmétique  des  grands 
nombres. 


SOLUTIOÎVS  DE  QIIESTIOXS  PROPOSÉES. 


1920  et  2257. 

(1901,  p.  (8;  1915,  p.  <32.) 

1920  (1).  Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  hyperbole  par  la  distance  du  centre  à  la  tangente 
correspondante  est  égal,  en  valeur  absolue,  au  carré  du 
segment  de  la  tangente  compris  entre  le  point  de  contact 
et  l'une  des  asymptotes.  M.  d'Ocagne. 

(')    Voir  une  précédente  solution  (1915,  p.  470- 
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!22j7.  Si\  dans  une  liyperbole,  la  tangente  au  point  i\I 
coupe  une  des  asymptotes  au  point  T  et  que  le  centre  O  se 
projette  ortliogonaleinenl  en  I  sur  la  normale  en  M,  la 
perpendiculaire  élevée  en  T  à  IT  passe  par  le  centre  de 
courbure  répondant  au  point  M.  Démontrer  géométrique- 
ment ce  théorème  obtenu  à  titre  d'application  des  coordon- 
nées parallèles  {Nouvelles  Annales,  1902,  p.  '>3'2). 

M.  d'Ocagne. 

Solution 
Par  un  Abonné. 

Soit  b'  la  longueur  du  segment  de  tangente  compris  entre 
le  point  de  contact  et  une  asj'mptote.  D'après  un  théorème 
classique  b'  est  égal  au  demi-diamètre  conjugué  qui  lui  est 
parallèle. 

D'autre  part  on  a  pour  le  rayon  de  courbure  d'une  conique 
à  centre  l'expression 

0  =  —  > 
P 

où  p  désigne  la  distance  du  centre  à  la  tangente  correspon- 
dante. Celte  formule  est  susceptible  d'une  démonstration 
géométrique  (  J'oir  Salmon,  Sections  coniques,  2*  édition, 
p.  642).  Elle  résout  la  question  19^0. 

Pour  la  question  2!2o7,  appelons  C  le  point  où  la  perpendi- 
culaire élevée  en  T  à  IT  coupe  la  normale.  Le  triangle  rectangle 
ITC  donne 

MT2=  MI  X  MC. 

Mais  MT  =  b'  et  IM  =  p,  donc  MC  =  0. 

c.   Q.  F.  D. 
Voir  plus  loin  (p.  197),  une  autre  solution  de  la  question  2257. 

2249. 

191   .,     P-    2»S    ) 

En  chaque  point  d'une  courbe  donnée  on  mène  la  tan- 
gente et  l'on  prend  sur  cette  tangente  une  longueur  MT 
égale  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  M,  on 
demande  de  construire  la  tangente  et  le  centre  de  cour- 
bure de  la  courbe,  lieu  du  point  T,  quand  M  décrit  la 
courbe  donnée.  F.  Bai^itrand. 
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Solution 
Par  M.  H.  Bouvaist. 


Soient 


T=      a:  costp -H  j' sino — />  =  o, 
i\  = —  X  sincp  -{-y  coso  — ■  ^'  =  o 

la  tangente  et  la  normale  à  la  courbe  considérée  en  M:  les 
coordonnées  du  point  T  seront 

T  =  o; 

le  coefficient  angulaire  de  la  normale  tangente  en  ce  point 
sera 

dT  _  P  -^  p" 

-  dN-{p'-^p"')  -"^  (TTTTTTT+T^' 

si  donc  on  prend  sur  la  droite  MG],  G]  étant  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  donnée  en  M,  un  segment  MK  égal  à 
la  somme  des  rayons  de  courbure  de  la  courbe  et  de  sa  déve- 
loppée, KT  sera  la  normale  à  la  courbe  lieu  de  T.  Désignons 
par  pi  et  p^  les  rayons  de  courbure,  p -^ p  ,  p'  +  p'"-  La 
droite  KT  a  pour  équation 

—  T  N 

1 =  1  ; 

?1H-P2  pi 

elle  touchera  son  enveloppe  en  son  point  d'intersection  avec 
la  droite 

Pi-+- P2  LPi-f-  Pa         P2-I-P3J  pi   [  pi  P2J 

p3  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  seconde  développée  de  la 
courbe  (M). 

D'où  la  construction  suivante  :  Prenons  sur  la  droite  TIVJ 
le  segment  IMB  =  p2-f-  p»,  la  perpendiculaire  en  B  à  MT  coupe 
la  perpendiculaire  à  iMK  en  K  en  D,  prenons  sur  Gi  M  un  seg- 
ment MA  =  p2,  la  parallèle  à  AT  menée  par  Gj  coupe  MD 
en  I.  La  parallèle  menée  par  B  à  MD  et  la  parallèle  menée 
par  M  à  AT  se  coupent  en  ]'.  La  droite  H  coupe  KT  au  centre 
de  courbure  de  la  courbe,  lieu  de  T. 

Autre  solution  par  I'Alteur. 


(  •%  ) 


2250. 

11915,    p.  aSX.l 

Etant  donnés  une  courbe  plane  (Al)  et  un  point  fixe  O 
de  son  plan,  de  chaque  point  M  de  (M)  avec  INIO  pour 
rayon,  on  décrit  un  cercle  qui  coupe  en  P  et  Q  la  tan- 
gente et  la  normale  en  M  à  la  courbe  (M).  Trouver  :  i°  le 
point  où  la  droite  PQ  touche  son  enveloppe;  1°  le  centre 
de  courbure  de  cette  enveloppe.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 


Soient 


T=      :r  cosç  H- ^  sino 
N  = —  X  sin«p  -T- y  cos'.f 


p  ^o, 
p'  =  o. 


Prenons  le  point  O  pour  origine,  pour  axes  la  tangente  et 
la  normale  en  i\I  à  (M).  Supposons  par  exemple  que,  Ci  étant 
le  rentre  de  courbure  de  (M)  en  AI,  nous  portions  les  seg- 
ments MP  et  i\lQ  égaux  à  O.M  dans  la  direction  C|M  et  dans 
la    direction    faisant    avec    celle-ci    l'angle    H ;     l'équation 

de  PQ  sera 

N  +  T  =  s/p'-^p"-; 

si  nous  désignons  par  pi  le  rayon  de  courbure  MCj,  cette 
droite  touchera  son  enveloppe  en  son  point  d'intersection 
avec  la  droite 

N-T=:g,  fi^  -^=^  =p,[i  +  sinOMC,J: 

V       \/p-^p'\' 

celte  dernière  droite  est  la  perpendiculaire  abaissée  sur  PQ 
du  point  A  de  la  normale,  tel  que  le  segment 


MA 


=  piLi 


sinOMC 


;]. 


ce  segment  étant  porté  dans  la  direction  MCi. 
La  normale 

N-T  =  p,Li  +  sinOMG,J 
à  l'eiiNeloppe  de  PQ  touche  son  enveloppe  en  son  point  d'in- 
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tersection  avec  la  droite 


-[ 


Pl-+-p2H-f2 


?1 


V^ 


y//.^- 


en  désignant  par  pi  et  '2  'es  rayons  de  courbure  de  (M)  et  de 
sa  développée  en  JNI.  Celte  droite  est  la  parallèle  à  PQ)  menée 
par  le  point  A'  de  la  normale  en  M  à  (M)  tel  que  le  seg- 
ment MA'  porté   dans  le  sens  MCi  soit  égal  à 


MA'=  pi-f-  P2-1-  P2  sinOMCi  +  pi  sinOMC, 


pf  si  1(2 6 
QM 


C,  étant  l'un  des  points  du  cercle  de  diamètre  OM,  tel  que  OC, 
soit  égale  à  la  distance  de  O  ou  la  parallèle  à  la  tangente 
à  (M)  en  (M)  menée  par  Ci-  Cette  expression  de  lAIA'  se  con- 
struit immédiatement. 

Autre  solution  par  I'Auteur. 


2253. 

(  1915,   p.  43i.) 

Trouver  les  courbes  planes  telles  que  la  projection,  sur 
une  droite  de  leur  plan,  d'une  corde  quelconque  soit 
proportionnelle  au  segment,  déterminé  sur  cette  droite, 
par  les  deux  normales  à  la  courbe  aux  deux  extrémités 
de  la  corde.  F.  Balitrand. 

Solution 
Par  iM.  R.  Bouvaist. 

Prenons  la  droite  donnée  comme  axe  des  x,  nous  aurons 
pour  un  point  quelconque  de  la  courbe 


yy 


K, 


équation  dont  l'intégrale  générale  est 


x"^ {K  —  \) -\-  y'i 


(   «9'   ) 

Les  courbes  cliercliées  sont  donc  les  coniques  admettant  pour 
axe  la  droite  donnée. 

Autres  solutions  par  M.  'I".  Ono  et  par  l'AtJTEim. 


2254. 

(1915,   p.    i'îl.) 

Soient  0  le  pôle  et  A  l'asymptote  d'une  conchoïde  de 
Nicomède  {définie  par  la  condition  que  si  le  vecteur  OM 
coupe  la  droite  A  en  A,  le  serment  MA  soit  de  longueur 
constante).  On  sait  que  la  normale  à  la  conchoïde  en  M 
passe  par  le  point  de  rencontre  N  des  perpendiculaires 
élevées  en  O  à  OA  et  en  A.  à  A. 

Cela  posé,  U  étant  le  milieu  de  NA  et  V  le  symétrique 
de  U  par  rapport  à  N,  si  Von  mène  par  U  et  par  V  des 
parallèles  respectivement  à  OA  et  à  A,  qui  se  coupent  en  I 
et  qu'on  élève  en  N  à  MN  une  perpendiculaire  qui  coupe  OM 
en  K,  la  droite  Kl  passe  par  le  centre  de  courbure  \i.  corres- 
pondant au  point  M  de  la  conchoïde.  M.  d'Ocagne. 

Solution 
Par  M.  R.  BouvAisT. 

Menons  par  i\  une  perpendiculaire  à  NA  et  par  I  une  paral- 
lèle à  NA,  rencontrant  cette  perpendiculaire  en  K,  et  la  droite 
ON  en  T;  soit  S  l'intersection  de  IK  avec  NO. 

Nous  avons  dans  les  triangles  OKjT,  NOM  : 


d'où 


posons,  pour  abréger  l'écriture, 

OA  =  d,  AM  =  /,  ON  =  rt, 

nous  aurons 

KKi  _  AM  _   l 
KO   ~  OA  ~  d' 
IT  K,T  2OK,  2ÔN^  -za^ 

îk;  ="^  TkT  = '^  "ÔÂT  =^^^ -5^  = '-^ -^ 


KO 
KK, 

IK,  ST 

IT   SO  ~ ' 

1 

SO   [jiN  KM 

SN  [JiM   KO       '' 

ST 

SO 

KK,    IT 
KO    IK, 

et 

[jiM        SO  KM 
|jiN  ~  SN   KO' 
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d'où 

OT        l{i.a-^-¥-  d-')-^  d\ 


OS  ~                d' 

or 

d'où 

OS-              "'^ 

l(2a^-i-d:^)-^d3 

d'où 

fxM  _            d[a^-^  (d-h  ly] 

d'où  enfin 

'-'■  '''  =  -T  — ; — ; TT r  * 

/     did  -^  I)  —  ia^ 

Or,  si  nous  désignons  par  Oi  le  symétrique  de  O  par  rapport 
à  N,  le  cercle  NOiA  est  évidemment  le  cercle  des  inflexions, 
relatif  à  la  position  considérée  du  segment  invariable  mo- 
bile AM;  ce  cercle  coupe  la  normale  1\M  en  M|  et  en  désignant 
par   p    le    rayon    de   courbure    de   la    concboïde   en    M,    nous 

nm'  j.  .  ,,  „. 

aurons  o  =:  . . , .    ;  or  on  a,  en  désignant  par  A    I  intersection 

du  cercle  des  inflexions  avec  OMi, 

0N.00,  =  2rt'-=  OA.OA',  d'où  0A'=  ^ 

a 

et 

MA  M\' 
MMj.MN  =  MA.MA',  d'où  MMi=  — ^^ — 

et 

Mn'  d  [a'-^(d^  /)2]2 


P  = 


MA. MA'        /    did+l^  —  ia'' 


Le  point  \i.  est  donc  bien  le  centre  de  courbure  répondant  au 
point  M. 

Autre  solution  par  un  Abonne. 

2255. 

(1915,  p.  4^1.) 

Etant  données  dans  l'espace  deux  droites  quelconques  D 
et  D'  ne  se  rencontrant  pas,  on  considère  sur  D  un  point 
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fixe  A  tt  sur  D'  un  point  variable  B  d'où  l'on  abaisse  sur  D 
la  perpendiculaire  BC  Soit  E  l'ellipse  dont  GA  et  CB  sont 
deux  demi-ares.  On  demande  de  démontrer  que  : 

\"  La  surface  engendrée  par  l'ellipse  E  est  un  conoïde  T 
dont  on  déterminera  la  directrice  rectiligne  et  le  plan 
directeur. 

■2°  La  section  du  conoïde  V  par  tout  plan  parallèle  à  D 
est  une  cissoïde  d'ellipse  dont  on  déterminera  les  trois  élé- 
ments de  définition  (  ellipse,  pôle  et  droite).  On  examinera 
à  quelles  conditions  cette  section  peut  devenir  une  cissoïde 
de  cercle.  . 

Nola.  —  On  rappelle  qu'une  cissoïde  d'ellipse,  pour  un 
pôle  O  situé  sur  cette  ellipse,  est  une  courbe  lieu  d' un  point  M 
tel  que,  si  OM  coupe  l'ellipse  en  M'  et  une  certaine  droite 
fixe  en  ÏM",  on  ait,  en  tenant  compte  du  sens,  O.M  =  M' M". 

M.  d'Ocagnk. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  :t  le  plan  mené  par  D  parallèlement  à  D',  Ax  la 
droite  menée  par  A  perpendicnlairement  à  D  dan?  ce  plan, 
A^  la  perpendiculaire  en  A  au  plan  DAx,  a  l'intersection  de 
D'  avec  Axj^,  B,  son  intersection  avec  D\y.  La  surface  F 
contient  visiblement  les  droites  Det  D';  étant  de  plus  coupée 
par  un  plan  passant  par  D  suiNant  une  ellipse  (E),  elle  est  du 
troisième  ordre.  Lorsque  le  point  variable  B  vient  en  a, 
l'ellipse  correspondante  (Ea)  devient  la  droite  double  Aa; 
lorsque  B  est  à  l'infini  sur  ^,  l'ellipse  correspondante  (Ex)  se 
décompose  en  la  droite  de  l'infini  du  plan  -k  et  en  la  droite  D. 
Un  plan  quelconque  parallèle  au  plan  -  et  rencontrant  la  géné- 
trice  double  Aa  en  M  coupera  donc  T  suivant  deux  droites  se 
coupant  en  M,  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  construire.  Le 
plan  D\y  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  ayant  pour 
demi-axes  CjA,  CiBi,  Ci  et  B,  étant  les  pieds  de  la  perpen- 
diculaire commune  à  D  et  D';  soit  (Ej)  cette  ellipse,  la  trace 
du  plan  mené  par  M  parallèlement  à  -  coupe  Xy  en  P,  la 
parallèle  à  D  menée  par  P  coupe  (Ei  )  en  u  et  v,  les  droites 
M  u  et  Mv  sont  les  deux  génératrices  de  F  situées  dans  le  plan 
considéré.  En  résumé,  F  est  un  conoïde  du  troisième  ordre 
dont  A  a  est  la  directrice  rectiligne,  r  le  plan  directeur  et  que 

Ann.  de  Malliémat.,  4'  série,  l.  XML  (Mai  1917.)  ' -^ 
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l'ellipse  El  achève  de  définir  complètement.  Ainsi  défini  on 
voit  aisément  qu'il  contient  Ax,  que  le  plan  parallèle  à  n 
mené  par  D  lui  est  tangent  le  long  de  cette  droite,  et  que  le 
plan  symétrique  de  celui-ci,  par  rapporta  ti,  lui  est  aussi  tan- 
gent le  long  d'une  droite  dont  la  projection  sur  le  plan  -ir  est 
symétrique  de  la  projection  de  D  sur  ce  même  plan. 

1°  Déterminons  la  section  du  c(Mioïde  T  par  un  plan  paral- 
lèle à  D,  dont  la  trace  sur  A.rj'  coupe  Ajr  en  R,  Aa  en  K, 
Xy  en  S.  Considérons  un  plan  parallèle  à  tt  dont  la  trace  sur 
Axy  rencontre  A  a  en  M,  Ay  en  P,  RKS  en  P'  ;  soit  u  l'un  des 
points  d'intersection  de  la  parallèle  à  D  menée  par  P  avec  (E'), 
soit  u'  l'intersection  de  la  génératrice  Mm  avec  le  plan  sécant 
RKS,  nous  aurons 


Pu 
Pu' 


MP 
MP' 


AP   KR  lange 
KP         ÂR 


en  posant  °'-Ay 


nous  avons  de  même 

KP'        KM        AM  —  AK 


KR 


AK 


AK 


AP 


AKcos6 


nous  avons  de  plus,  puisque  le  point  u  est  sur  l'ellipse  (  Ej  ),  en 
posant  BiCi  =  (i  et  en  désignant  par  h  et  cp  la  distance  de  a 
à  Ay  et  l'angle  de  D'  avec  Axy, 


AP  Pu  iPu 


d^  /<2  tang^cp        /îtangcp 

d'où   l'on  déduit,   en   posant   KP'=jk,    P  u' ^  z   et   en  obser- 
vant    que    langtj  =  -z) 


AK 


[y2                     ^2 
=^+=i 
KR          AR    tangs 


? 


2  hy'^ 


AR  sinO  ta  ni 


ou,  en  posant  y  =  ç>  cosw,  s  =  p  sinto, 

KR         5tKR".AR./j  tangç 


cosw 

X  


AK  sin6 
sin  w 


=  o. 


AR    tang-(p  cos^to -H  KR    sin-( 


(  MP  ) 

équation  d'une  cissoïde  d'ellipse  ayant  pour  pôle  le  point  K, 
pour  droite  rintersection  du  |)lan  sécant  et  du  plan  DAar,  et 
pour  ellipse  l'ellipse 

— 1 1 : — y  =  O. 

Fd*        TId  "  .        >  AR.AK  tangtp  sinO 

KR  AR    tang-cp  "" 

Si  KR  =  AR  tang'^o,  celte  ellipse  sera  un  cercle  et  la  sec- 
tion une  cissoïde  de  cercle,  et  les  plans  sécants  correspondants 
resteront  parallèles  à  un  plan  fixe. 

2256. 

(  laio.  p.  ;i2.) 

Si  C  est  le  centre  de  courbure  répondant  à  un  point  P 
d'une  hyperbole  éijuilatère  de  centre  O  et  si  P'  et  P"  sont 
les  pieds  des  deux  autres  normales  menées  de  G  à  l'hyper- 
bole^ la  corde  P' P"  est  :  i°  parallèle  à  la  normale  PC; 
vt"  vue  de  P  sous  un  angle  droit;  3"  égale  à  OC.  Après 
avoir  démontré  ces  théorèmes,  on  en  déduira  une  construc- 
tion des  points  P'  et  P"  lorsque  P  et  par  suite  C  est  donné. 

iM.  d'Ocagnk. 
Solution 
Pur  M.  R.  BoovAisT. 

L'hyperbole  d'Apollonius  de  G  passant  par  les  projections 
Gi  et  C2  de  G  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  considérée, 
par  O  et  par  G,  aura  pour  centre  le  milieu  w  de  OC,  cette 
hyperbole  devant  de  plus  être  tangente  à  l'hyperbole  donnée 
en  P,  la  tangente  à  cette  dernière  en  P  et  le  diamètre  Pto 
seront  également  inclinés  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole 
donnée,  Pa>  et  OP  sont  deux  rectangulaires.  Si  donc  Po  est  le 
symétrique  de  O  par  rapport  à  OP,  la  perpendiculaire  élevée 
en  Pj  à  OP  coupe  la  normale  PC  en  PC. 

Soit  Pi  le  symétrique  de  P  par  rapport  à  O,  les  quatre 
points  P,  Pi,  P',  P"  sont  sur  un  même  cercle,  P'P"elOP  sont 
également  inclinés  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  donnée, 
P'P"  et  PC  sont  donc  parallèles  et  le  triangle  PP'P'  inscrit 
dans  une  hyperbole  équilatère  tangente  en  P  à  la  hauteur  PA 
de  ce  triangle  est  rectangle  en  P. 

La  perpendiculaire  à  OP  en  O  et  la  perpendiculaire  à  Pio 
en  w  sont  les  diamètres  de  la  direction  P'P"  dans  1  hyperbole 


(  196  ) 

donnée  et  dans  l'hyperbole  d'Apollonius  de  G  ;  ces  deux  droites 
se  coupent  en  I  et  nous  avons 

En  résumé,  P2  étant  le  symétrique  de  P  par  rapport  à  O,  la 
perpendiculaire  à  OP  en  P^  coupe  la  normale  en  Pj  au  point  G, 
u)  étant  le  milieu  de  OG;  les  perpendiculaires  à  OP  en  0, 
à  Pw  en  w,  se  coupent  en  I;  la  parallèle  à  PC  menée  par  I 
coupe  le  cercle  de  centre  I  et  de  rayon  PI  en  P'  et  P". 

Autres  solutions  par  MM.  Egan,  J.  Lemaire  et  T.  Ono. 

Autre  Solution    fr-  l-^-^ (-^^  "^^^ 

Par  M.  R.  Bouvaist. 

MT" 
Si  l'on  observe  que  4T  est  le  demi-diamètre  conjugué  de  OM, 

la  proposition  à  démontrer  revient  à  la  suivante  : 

Soient  0'S\  et  OM'  un  couple  de  diamètres  conjugués 
d'une  conique  de  centre  0,  le  diamètre  OM'  est  moyen 
proportionnel  entre  le  rayon  de  courbure  en  M  et  la  dis- 
tance du  centre  à  la  tangente  en  M. 

Considérons  en  effet  un  cercle  tangent  à  la  conique  en  IM  et 

passant  par  un  point  A  de  cette  conique;  soit  a  le  point  où  la 

parallèle  à  OIM  menée  par  A  rencontre  la  tangente  en  M,  soit 

A'  le  second  point   d'intersection  de  ce  cercle  avec   Aa;   nous 

aurons 

2 

Ma    =  a  A .  a  A'  ; 

nous  aurons  de  même,  en  supposant  que  la  conique  considérée 
soit  par  exemple  une  ellipse, 

WoL^        (2OM  — Aa)Aa              ,,    ,             aA'          2OM  — Aa 
=  ; — :  d  ou = : 


OM'  OM"  OM'  OM 

si  Aa  tend  vers  zéro,  le  cercle  devient  osculateuren  M  et  l'on 
a,  en  désignant  par  Ai  son  point  d'intersection  avec  MO, 
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ou,  en  désignant  par  o  le  rayon  de  courbure  et  d  la  distance 
de  O  à  la  tangente  en  M, 

OÛ'^'  =  pd. 

Remarque.  —  On  voit  facilement  que  l'énoncé  de 
M.  d'Ocagne  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Le  cercle  passant  par  l'intersection  des  asymptotes  d'une 
hyperbole  avec  la.  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe 
et  V antiparallèle  à  cette  tangente.,  par  rapport  aux 
asymptotes.,  menée  par  M,  a  pour  centre  le  centre  de  cour- 
bure en  M. 

Proposition  due  à  Paul  Serret  (Géométrie  de  direction). 
Autre  solution  par  M.  J.  Lemaire. 

2257. 

(1915,  p.  432.) 

Si,  dans  une  hyperbole,  la  tangente  au  point  M  coupe 
une  des  asymptotes  au  point  T  et  que  le  centre  O  se  pro- 
jette orthogonalement  en  I  sur  la  normale  en  M,  la  perpen- 
diculaire élevée  en  T  à  IT  passe  par  le  centre  de  courbure 
répondant  au  point  M. 

Démontrer  géométriquement  ce  théorème  obtenu  à  titre 
d'application  des  coordonnées  parallèles{N. A.,  1902,  p.  23^). 

M.  d'Ocagne. 

Solution 
Par  AI.  PiiiLiiERT  DU  Plessis. 

Si  la  tangente  Î\1T  rencontre  la  seconde  asymptote  au 
point  T',  le  point  M  étant  le  milieu  de  TT',  on  sait,  d'après 
Mannheim,  que  si  les  perpendiculaires  élevées  aux  asymptotes 
OT  et  OT'  par  les  points  T  et  T'  coupent  la  normale  en  M 
aux  points  /  et  t' ,  le  centre  de  courbure  m  est  le  milieu 
de  tt'  (1). 

(')  Le  lectteur  est  prié  de  faire  la  figure  dans  riiypothése  où   les 

points  <  et  i' sont  d'un  même  coté  par  rapport  au  point  AI.  S'il  n'en 

...,.,,.„            AW—  AU     ,,    . 
était  pas  ainsi,  il  tauclrait  écrire  Al  m  = Alais  on  aurait 

HT—  HT 

alors    =  TAl  et  le  icsultal  resterait  le  même. 
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On  a  donc 

Mt-hMt' 
Mm  = 

2 

Abaissons  du  centre  O  la  perpendiculaire  OH  sur  la  tan- 
gente TT'.  Les  triangles  rectangles  OTH  et  OT'Il  respective- 
ment semblables  à  T^M  et  T'^'M  donnent 

OH  _  TM  OH  _  TM 

HT  ~  m7'       îTr  ~  mZ' 

d'où,  puisque  T'M  =  TM, 

Mt^Mt'        TM(HT4- HT)       Tm' 


2  2OH  OH ' 

ou   enfin,  si    01  est  la   perpendiculaire  abaissée   de   O   sur   la 
normale  M  m, 

^"'^  Tm~' 

ce  qui  prouve  que  le  tiiangle  IT  m  est  rectangle  en  T. 

c.   Q.    F.    D. 


QUESTIONS. 


2313.  L'équation  d'une  conique  étant /(a-,  >',  ^)  =  o,  on  pose 

f(x,x')=  il:r' /;  +  .-.]. 

Si   au  polygone    des  n    côtés  M,  M2,    ...  est   circonscrit   à   la 
conique,  on  a 

/(a7i,a7i)  x...x/(a7„,ar„)  =  (— ij"/(^i,'^2)  x...x/(:r„,  ar,)- 

G.  FONTENÉ. 

2314.  Deux  points  A  et  B  marqués  sur  une  droite  décrivent 
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deux  ilioite»  rectangulaires  y'y  elx'x:  un  point  M  uiaïqiié 
sur  la  droite  décrit  une  ellipse.  Si  l'on  désigne  par  a^i  elj^i 
les  coordonnées  du  point  ir*  la  droite  AB  et  tangente  à  son 
enveloppe,  par  j"2  et  j'2  'es  coordonnées  du  centre  de  cour- 
bure en  M,  on  a,  en  posant  MA  =   n,  MB  =  h  : 


2313.  Les  droites  sur  lesquelles  quatre  plans  donnés  dé- 
terminent une  division  de  rapport  anharmonique  constant 
forment  un  complexe  du  second  degré.  Si  les  quatre  plans 
sont  les  plans  des  faces  du  tétraèdre  de  référence,  l'équation 
du  complexe  est 

ps        qt  I       ru\  4     ,    T>        r 

^  =  -ir  (  =  -PT-  avec  A  -i-  B  -h  L  =  o. 

A         B  V        <-  / 

G.  FONTENÉ. 


^  2316.  Soient  a,  p,  y  les  points  où  un  diamètre  0  du  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  ABC  coupe  les  côtés:  a',  P',  y'  'es 
symétriques  de  a,  ^S,  y  par  rapport  au  centre  du  cercle  ABC; 
a",  P",  •("  les  inverses  triangulaires  de  a',  P',  •('•  Démontrer  que 
les  segments  Aa",  B^",  GY'sont  parallèles  et  que  leurs  milieux 
appartiennent  à  une  droite  qui  passe  par  l'orthocentre  du 
triangle  et  par  l'orthopôle  du  diamètre  0. 

R.   GOORMAGHTIGH. 

2317.  Sur  la  symétrique  d'une  tangente  quelconque  à  une 
parabole,  par  rapport  au  foyer,  il  y  a  trois  |)oints  Pj,  P2,  P3 
dont  les  distances  Pj  Mj,  P2M2,  Ps-Msà  la  courbe  sont  respec- 
tivement égales  à  leurs  distances  Pi  F,  P2F,  P3  F  au  foyer. 
Démontrer  que  les  points  Mj,  M2,  M3  sont  concycliques.  0> -,  * 

R.  GoORMAGHTIGH. 

2318.  Démontrer  que  le  rayon  vecteur  OM,  d'un  point  M 
d'une  cissoïde  droite,  ayant  O  pour  point  de  rebroussement, 
et  la  perpendiculaire  à  l'asymptote  menée  par  le  centre  de 
courbure    correspondant   à   M,  se  coupent   sur   une    parallèle 
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à  l'asymptote.  En  déduire  une  roii'itruction  du  centre  de  cour- 
bure en  un  point  d'une  cissoïde.  F.  Balitrand. 

2319.  Soit  S  une  conique  toncliant  les  deux  tangentes  au 
point  double  d'une  cubique  nodale  G3,  les  six  points  de  con- 
tact de  G3  avec  se«  tangentes  communes  avec  S  sont  sur  une 
conique  Sj.  Les  points  d'intersection  de  Sj  avec  les  tangentes 
au  point  double  sont  sur  une  conique  S2,  qui  est  circonscrite 
au  triangle  formé  par  les  tangentes  d'inflexion  de  C,.  Propo- 
sition corrélative.  R.  Bouv.\iST. 

2320.  Soit  iM  un  point  d'une  cubique  nodale,  la  polaire  de  M 
par  rapport  aux  tangentes  au  point  double  et  la  tangente 
en  M  à  la  courbe  se  coupent  en  P,  les  trois  autres  tangentes 
menées  de  P  à  la  cubique  ont  leurs  points  de  contact  en  ligne 
droite  et  cette  droite  enveloppe  la  conique  inscrite  dans  le 
triangle  des  tangentes  d'inflexion  et  qui  touche  les  tangentes 
au  point  double.  Proposition  corrélative.         R.  BouvAiST. 

2321.  Soient  C3  une  cubique  nodale,  M  un  point  de  la  courbe  ; 
la  polaire  de  M,  par  rapport  au  triangle  formé  par  les  trois 
tangentes  d'inflexion,  rencontre  la  droite  joignant  les  trois 
points  d'inflexion  en  T ;  TM  est  la  tangente  en  M  à  la  cubique  C3. 

R.    BOUVAIST. 


EnilATA. 


Page  1.53,  ligne  3  en  remonlanl,  au  lieu  de  en,  lire  en  le. 
Page  i54,  ligne  i,  au  lieu  de  iractice,  lire  tractrice. 
Page    160,    ligne   6    en    remontant,    au   lieu    de    structure,    lire 
striction. 
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[Tl] 

LE  mmm  m  kelaiivité  O; 

Par  m.   R.  BRICARD. 


INTRODUCTION. 

1.  Le  principe  de  Doppler-Fizeau,  tel  qu'il  est 
ordinairement  énoncé,  implique  la  notion  du  mouve- 
ment absolu,  ou  tout  au  moins  de  mouvement  par 
rapport  à  l'éther.  L'application  de  ce  principe  devrait 
conduii^e  à  déceler  de  tels  mouvements,  par  des  expé- 
riences suffisamment  délicates. 

L'expérience  célèbre  de  Michelson  (1881 -1887), 
instituée  pour  mettre  en  évidence  l'inlluence  du  mou- 
vement de  la  Teri'e  sur  la  vitesse  apparente  de  la 
lumière,  a  donné  un  résultat  négatif.  On  a  été  conduit 
à  penser  qu'il  en  serait  de  même,  de  quelque  manière 
qu'on  variât  l'expérience,  et  que  les  lois  de  la  nature 
nous  condamnent  à  ne  connaître  que  des  mouvements 


(  '  )  La  plupart  des  Ouvraj^es  sur  la  Relalivilë  s'adressent  à  un 
public  assez  restreint,  parce  qu'ils  font  appel  à  des  connaissances 
étendues  en  Physique  niatliématique. 

Le  travail  suivant  a  été  rédigé  en  vue  d'initier  le  lecteur,  peu 
familier  avec  cette  dernière  science,  à  l'une  des  conceptians  mo- 
dernes les  plus  intéressantes  et  les  plus  hardies.  Comme  le  but 
poursuivi  était  avant  tout  d'introduire,  le  plus  simplement  pos- 
sible, les  notions,  au  premier  abord  déconcertantes,  de  la  contrac- 
tion longitudinale  et  du  temps  local,  je  me  suis  borné  à  l'étude 
de  la  Relativité  dans  l'espace  à  une  dimension.  On  trouvera  l'ap- 
plication des  principes  à  l'espace  à  trois  dimensions  dans  les 
Ouvrages  spéciaux  (les  plus  récents  sont,  je  crois  :  Belalivity,  de 
A  -\\  .  CoNWAY,  et  Le  Principe  de  relativité,  de  E.-M.  Lémkray). 

Ann.  de    U<ithémat.,  4'  série,  t.  X\  II.  (Juin   1917.)  16 
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relatifs  (de  corps  matériels).  C'est  en  cela  que  con- 
siste le  Principe  de  relativité. 

2.  Pour  préciser  les  hypothèses  ou  postulats,  d'ac- 
cord avec  ce  principe,  qui  ne  conduisent  à  rien  de 
moins  qu'à  modifier  les  notions  fondamentales  de  durée 
et  de  longueur,  nous  imaginerons  des  laboratoires., 
réduits  pour  plus  de  simplicité  à  des  droites  orientées 
Oo^o,  Ojc,  O,  j7,,  ...  toutes  de  même  sens  et  glissant 
les  unes  sur  les  autres.  A  ces  laboratoires  sont  attachés 
des  observateurs  Aq,  A,  A,,  ...  qui  disposent  de  règles 
pour  mesurer  les  longueurs  et  de  chronomètres  pour 
mesurer  les  durées.  Chaque  observateur  possède  une 
confiance  absolue  dans  ses  instruments,  c'est-à-dire 
que,  pour  lui,  ses  règles  ont  des  longueurs  invariables 
et  que  (\ei  durées  indiquées  comme  égales  p<ir  ses 
chronomètres  sont  en  effet  telles.  En  outre,  les  instru- 
ments des  divers  laboratoires  ont  été  réglés  les  uns  sur 
les  autres.  Les  observateurs  ont  pu  le  faire  aux  instants 
où  leurs  laboratoires  se  pénétraient  mutuellement  (le 
point  O  venant,  par  exenq:»le ,  coïncider  avec  le 
point  Oo),  et  en  suspendant  leur  mouvement  relatif 
pendant  un  temps  qu'on  peut  supposer  aussi  court 
qu'on  veut.  Ils  ont  alors  vérifié  qu'ils  attribuaient 
bien  i  mètre  à  la  même  longueur  et  i  seconde  à  la 
même  durée. 

Chacun  des  observateurs,  supposant  son  labora- 
toire absolument  fixe,  peut  évaluer,  au  moyen  de  ses 
instruments,  les  vitesses  des  autres  laboratoires.  Nous 
supposerons  les  circonstances  telles  que  pour  Aq,  par 
exemple,  les  laboratoires  A,  A,,  ...  aient  des  vitesses 
constantes  a,  «(,  ....  Nous  énoncerons  alors  le  pos- 
tulat suivant  : 

Dans  ces  conditions,  les  vitesses  de  Aq,  mesurées 
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par  A,  A,,  . . .,  sont  évaluées  respccliveineni  à  —  a, 
—  «,,...  (avec  Les  conventions  de  signe  ordinaires). 

Plus  j^énéi^alemeul ,  imaginons  que  les  observa- 
teurs Ao  ef  A,  par  exemple,  instituent  une  expé- 
rience, conduisant  à  des  mesures  de  longueurs  et  de 
durées,  laites  en  partie  dans  le  laboratoire  Ou  a?,,  et  en 
partie  dans  le  laboratoire  Ox.  En  particulier,  cette 
expérience  |)eut  être  une  mesure  de  la  vitesse  de  la 
lumière.  L'expérience,  quelle  qu'elle  soit,  sera  ensuite 
répétée  en  échangeant  les  rôles  des  laboratoii^es,  toutes 
les  circonstances  en  restant  d'ailleurs  identiques.  Aux 
longueurs  et  aux  durées  mesurées  primitivement  dans 
le  laboratoire  Oo.2"o  correspondent  des  longueurs  et 
des  durées  mesurées  dans  le  laboratoire  Ox,  el  réci- 
proquement. Cela  posé,  nous  admettrons  que  : 

Toutes  les  évaluations  correspondantes  de  durées 
et  de  longueurs  sont  identiques. 

C'est  là  le  véritable  postuhit  lond.imental  de  la 
théorie  de  la  relativité.  11  conquend  le  preiiuer.  11  a 
aussi  cette  conséquence  immédiate  : 

Pour  les  observateurs  Ao  et  A,  et  plus  générale- 
ment pour  tous  les  observateurs  A„,  la  ih Cesse  de  la 
lumière  a  la  même  valeur  numérique. 

Pour  simplifier  \e>  tormules  ultérieures,  nous  sup- 
poserons les  unités  de  longueur  et  de  temps  tellement 
choisies,  que  cette  valeur  numérique  soit  égale  à 
l'unité.  Nous  appellerons  seconde  l'unité  de  temps. 

3.  Des  dixers  laboratoires  nous  en  choisirons  un, 
Oi,x„  (observateur  Ao)  dont  nous  dirons  qu'il  est  en 
repos  absolu.  Les  autres  laboratoires  seront  dils  mo- 
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biles.  Nous  appellerons  longueurs  absolues  et  durées 
absolues  les  valeurs  nuniéiiques  des  longueurs  et  des 
durées  mesurées  par  Aq.  Les  valeurs  numériques  des 
longueurs  et  des  durées  mesurées  par  A,  A,,  ...  seront 
dites  relatives.  Autrement  dit,  des  illusions  de  nature 
identique,  mais  contradictoires,  qui  ont  cours  dans  les 
divers  laboratoires,  nous  adopterons  celle  de  A^,  pour 
la  commodité  du  langage.    • 

Cela  posé,  l'étude  des  conséquences  logiques  du 
postulat  nous  conduira  aux  conclusions  suivantes  : 

1°  La  valeur  relative  d'une  durée  est  toujours  plus 
faible  que  sa  valeur  absolue.  Autrement  dit,  les  chro- 
nomèti'es  des  laboratoires  mobiles  sont  nécessairement 
ralentis  par  le  fait  même  de  leur  mouvement. 

2°  La  valeur  relative  d'une  longueur  est  toujours 
plus  forte  que  sa  valeur  absolue.  Autrement  dit,  les 
règles  des  laboratoires  mobiles  sont  nécessairement 
raccourcies  par  le  fait  même  de  leur  mouvement. 

?)^  Le  mou\ement  détruit  jusqu'à  la  perception 
même  de  la  simultanéité,  en  ce  sens  'que  deux  phé- 
nomènes, se  passant  en  des  points  dilTérenls  et  con- 
sidérés comme  simultanés  par  un  observateur  mobile, 
ne  le  sont  pas  en  réalité. 

I.  —  Mesure  du  temps; 

RALENTISSEMENT    DES    CHRONOMÈTRES    MOBILES. 

4.  Pour  établir  le  ralentissement  des  chronomètres 
mobiles,  imaginons  qvie  les  observateurs  Aq  et  A  fassent 
l'expérience  suivante,  qui  n'est  autre  qu'une  applica- 
tion du  principe  de  Doppler-Fizeau  {fi g.  i)  : 

Les  deux  observateurs  ont  placé  des  chronomètres 
respectivement  en  0(,  et  O.  Ces  chronomètres  ont  été 
réglés  l'un  sur  l'autre,  comme  il  a  été  dit,  et  l'on  peut 
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supposer  qu'ils  luarquaieiil  llicure  zéro  (juaiid  le 
point  G  se  trouvait  en  ()„.  0.x  étant  en  mouvement, 
l'observateur  Ao  émet  du  point  O,,  un  signal  lumineux 

Fig.    I. 


toutes  les  secondes.  Ces  signaux  sont  reçus  en  O,  et 
l'observateur  A  note  au  moyen  de  son  chronomètre 
l'intervalle  de  temps  qui  sépare  deux  réceptions  con- 
sécutives. L'expérience  est  ensuite  répétée,  en  échan- 
geant les  rôles  des  deux  observateurs.  C'est-à-dire 
que  A  émet  toutes  les  secondes  un  signal  lumineux 
du  point  O.  Ces  signaux  sont  reçus  en  Oo  et  Aj,  note 
l'intervalle  de  temps  qui  sépare  deux  réceptions  con- 
sécutives. 

Il  faut,  d'après  le  postulat  fondamental  de  la  rela- 
tivité, que  les  intervalles  de  temps  mesurés  par  les 
deux  observateurs  soient  égaux.  Or,  nous  allons  voir 
qu'il  n'en  serait  pas  ainsi,  si  les  marches  des  deux 
chronomètres  restaient  identiques,  comme  on  le  sup- 
pose dans  les  théories  ordinaires. 

En  etTet,  supposons  que  l'observateur  Ao  émette  du 
point  Oo  un  signal  à  l'instant  t.  Soit  x  l'instant  auquel 
ce  signal  est  reçu  en  O.  A  cet  instant,  on  a,  en  appelant 
toujours  u  la  vitesse  du  laboratoire  Oa:, 

OqO  =  ux. 

La  lumière  a  franchi  cette  distance  dans  le  temps 
.1-  —  t.  On  a  donc  (on  rappelle  que  la  vitesse  de  la 
lumière  est  égale  à  l'unité) 

.r  —  t  =  ux, 
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d'où 


t 
X  =     


Un  nouveau  signal  (^mis  à  l'heure  l  +  i  sera  reçu  à 
1  heure 


r  +  1 
X  =  


el  I  on  a 

I 


(  I  )  X   X 

Telle  esl  la  valeur  de  l'inlervalle  de  temps  qui  sépare 
(h'ux  réceptions  consécutives  en  O. 

D'autre  part,  un  signal  éuiis  du  point  O  à  l'instant  / 
doit  franchir  la  distance  ul  [>i)ur  arriver  en  Oo-  H  arrive 
donc  à  l'instant 

y  —  t  -^  ut  =  {\  +  u)t . 

Un  signal  émis  à  l'instant  l  ^  \  arrive  à  l'instant 

y  =  {\  -1-  Il  )(t  -+-I); 

l'inlervalle  de  temps  qui  sépare  deux  réceptions  con- 
sécutives en  Oo  est  donc  égal  à 

(2)  y  —  y  =  i-\-  a. 

L'intervalle  (2)  est  plus  petit  que  l'intervalle  (1). 
On  a  en  etîet 

0<,_„2<,         (1), 


(')  La  première  de  ces  inégalités  impli([ue  que  la  vitesse  du 
point  O  est  plus  petite  que  la  vitesse  de  la  lumière.  En  ellèt,  si 
l'on  avait  u  =  i,  les  signaux  émis  par  0„  n'arriveraient  jamais  au 
point  O,  tandis  que  les  signaux  émis  par  O  continueraient  à  arriver 
au  point  0„  en  des  temps  finis.  La  dissymétrie  de  l'expérience  serait 
incompatible  avec  le  postulat. 

Ainsi,  nous  pouvons  noter  cette  conséquence  du  principe  : 

Aucune  vitesse  matérielle  ne  peut  atteindre  celle  de  la  lumière. 
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Nous  sommes  en  contradiction  avec  le  postulat.  On 
ne  voit  qu'une  manière  de  rétablir  l'accord  :  il  faut 
que,  par  le  tait  du  mouvement,  le  chronomètre  placé 
en  O  se  soit  ralenti^  de  telle  manière  que  l'observa- 
teur A  attribue  aux  intervalles  de  temps  (2)  la  même 
valeur  que  l'observateur  Aq  aux  intervalles  (i),  bien 
que  les  premiers  soient  plus  longs. 

5.  Cherchons  la  loi  de  ce  ralentissement.  Appelons  L 
la  \aleur  absolue  d'une  seconde  relative,  marquée  par 
le  chronomètre  O.  Il  faut  calculer  A. 

En  premier  lieu,  la  formule  (i)  donne  la  valeur 
absolue  de  l'intervalle  de  temps  mesuré  par  A.  Cet 
observateur  attribuera  à  ce  même  intervalle  la  \aleur 


En  second  lieu.  A,  crojant  émettre  des  signaux 
toutes  les  secondes,  les  émet  en  réalité  toutes  les  \  se- 
condes. L'intervalle  de  temps  mesuré  par  Ao  est  donc 
donné  par  le  second  membre  de  la  formule  (2),  mul- 
tiplié par  X,  et  il  est  égal  à 

À(i  -f-  u). 

Il  faut  que  les  deux  valeurs  que  nous  venons  d'écrire 
soient  égales.  On  a  par  suite 

?^  (  I  -f-  M  )  =   - 


d'où 
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Telle  est  la  loi  du  raleiitlsseinent.  On  lui  donne 
une  forme  se  prêtant  mieux  aux  calculs  ultérieurs  en 
introduisant  les  fonctions  lijperholiques. 

Posons 

(3)  thcp  =  f<. 

JNous  dirons  que  le  nombre  bien  déterminé  cp  est 
V argument  hyperbolique  de  la  vitesse  u.  On  en 
tire 

(4j  X  =  chcp. 

Ainsi,  un  c/irononiètre  en  mouvement  se  ralentit 
nécessairement ,  de  telle  sorte  que  la  valeur  absolue 
d'une  seconde  marquée  par  lui  soit  égale  à  chcp, 
(p  étant  l'argument  hyperbolique  de  la  vitesse  de 
ce  chronomètre. 

On  peut  dire  aussi  que,  si  /  et  /q  sont  les  valeurs 
attribuées  à  une  même  durée  par  l'observateur  A  et 
par  l'observateur  Aq,  on  a 

chcp 

(j.  Hemarque.  —  Au  point  de  vue  de  Aq,  le  chro- 
nomètre de  A  marche  trop  lentement.  Le  postulat  exige 
alors  qu'au  point  de  vue  de  A,  le  chronomètre  de  Aq 
marche  aussi  trop  lentement.  Il  y  a  là  une  contradic- 
tion apparente  qui  sera  élucidée  plus  tard. 

7.  Exercice.  —  Imaginons  que  deux  observateurs 
mobiles,  A  et  A,,  fassent  l'expérience  suivante  :  leurs 
chronomètres  étant  réglés  tous  deux  sur  celui  de  Aq, 
chacun  d'eux  convient  d'émettre  un  signal  lumineux  à 
l'instant  t  marqué  par  son  chronomètre.  Vérifier  que 
chacun  des  deux  observateurs  lit  bien  la  même  heure  t^ 


(  '^«9  ) 
sur  son  cliroiioiuclre,  au  niunieul  où  il  reçoit  le  siyrial 
de  l'a u Ire. 

II.   —    Mesure   des   longueurs;   contraction  longitudinale. 

8.  Le  raccourcissemenl  des  règles  mobiles  (et  en 
général  de  tous  les  segments  entraînés  avec  le  labora- 
toire Ox)  est  une  conséquence  nécessaire  du  ralentis- 
sement des  chronomètres. 

Considérons,  en  ellet,  un  point  M  {fig-  2)  entraîné 

FiK.    2. 


O  0^,  M  j^o  J" 

avec  le  laboratoire  Ox,  et  imaginons  que  l'observa- 
teur A  fasse  l'expérience  suivante.  En  M  il  place  un 
miroir  pouvant  réfléchir  en  O  la  lumière  émanée  de  ce 
point.  Soit  J7  la  longueur  qitil atlribue'd.Vi  segmentOM. 
A  émet  un  signal  lumineux  au  point  O,  où  se  trouve 
placé  un  chronomètre,  et  mesure  avec  cet  instrument 
le  temps  t  nécessaire  à  la  lumière  pour  faire  le  trajet 
OM  +  MO.  Puisque  pour  tout  observateur  la  vitesse 
de  la  lumière  est  égale  à  1 ,  on  doit  avoir 

t  ^ix. 

Evaluons,  d'autre  part,  le  temps  absolu  /q  nécessaire 
à  la  lumière  pour  faire  ce  double  trajet.  Pour  A,  tout 
se  passe  comme  si  la  lumière  allait  de  O  en  iNl  avec  la 
vitesse  i  —  m  et  de  M  en  O  avec  la  vitesse  i  H-  u.  Si 
donc  ^To  est  la  longueur  absolue  de  OM,  on  a 

^n  —  a^ul 1 =  r  =  23-0  ch^csi. 

\  I  —  Il         \-\-  u  I         I  —  a'- 
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Mais  t  et  Iq  sont  les  mesures  d'une  même  durée,  taites 
respectivement  par  A  et  par  A,).  On  a  donc  (n°  5)* 

t     —       — T » 

en  tp 
d'où 

2:  =  arochcû,         a7„  =  — — . 
'  chç 

Ainsi  la  longueur  absolue  d'un  segment  mobile 
est  égale  à  sa  longueur  relative  réduite  dans  le 
rapport  de  chco  à  i.  Cela  exige  que  la  règle  avec 
laquelle  A  mesure  cette  longueur  se  soit  réduite, 
par  le  fait  du  mouvement,  dans  le  même  rapport. 

On  donne  à  ce  phénomène  le  nom  de  contraction 
longitudinale. 

9.  Ce  résultat  donne  lieu  à  une  contradiction  appa- 
rente, semblable  à  celle  (|ue  nous  avons  signalée  à 
propos  des  mesures  de  durée  :  au  point  de  vue  de  Aq, 
les  règles  de  A  se  sont  réduites  de  longueur.  H  faut 
donc  qu'au  point  de  vue  de  A,  les  règles  de  Aq  se 
soient  également  réduites.  Cette  contradiction  sera 
élucidée  en  même  temps  que  l'autre. 

III.  —  Lk  temps  local. 

10.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  supposé  l'observa- 
teur A  en  possession  d'un  seul  chronomètre,  placé 
en  O.  Imaginons  maintenant  qu'il  en  place  un  autre  en 
un  point  M,  d'abscisse  relative  x  ifig-  2).  Comment 
s'y  prendra-t-il  pour  le  mettre  à  l'heure  sur  le  premier? 

Réponse  :  De  telle  manière  que  la  vitesse  de  la 
lumière   lui  paraisse    égale  à    i.    Si  donc  il  émet   un 
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si;;nal  liiiitiiiciix  tlii  |)i»inl  M,  à  I  iii^lmil  où  le  clirtnio- 
luèlrc  placé  en  ce  |>imii(  iiiarfjuc  /,  ce  sit;nal  doit 
alleiiitire  le  poiuL  O  à  liiistaiil  où  le  cliroiiomèlie  de 
ce  poial  iiiarque  t  -\-  .r. 

Proposons-nous  le  prohièine  suivant  :  Quelle  est 
llieure  absolue  /„  à  i instant  où  le  chronomètre 
placé  en  M  marque  t1 

Nous  supposons  toujours  que  le  point  O  est  passé 
en  Oo  à  1  heure  zéro,  et  qu'à  cet  instant  le  clirono- 
mètre  O  marquait  ég;aleinent  zéro. 

La  longueur  absolue  du  serment  OM  est -j —  Pour 

l'observateur  Ay,  la  luuiière  francliit  cette  distance 
avec  la  vitesse  \  -\-  u.  Elle  atteint  donc  le  point  O  à 
l'heure  absolue 


=  /n 


chç(i-t-?/)  ch  o(  I -+- llio  )  clicp  +  shtf 

Mais,  à  cet  instant,  au  point  O,  l'heure  relative  est 
égale  à  l'heure  absolue  divisée  par  cho.  Cette  heure 
doit  d'autre  part,  comme  on  l'a  dit,  être  égale  -a  t  -\-  x. 
On  a  donc 

X 

c\l'S/(t-^X)  =  to-\ ; i 5 

cil  ce  -H  sli(f 
d'où 


^1  =  (  chcp j ; —  ]x  -\-  cha>t. 

\  cil  cp  -H  sll  Ci/  ' 

Le  coeflicient  de  x  se  réduit  à 

ch^cû -I- chœ  shc&  —  i         sli-9 -t- cli  cp  shci  , 

* '- =  ' * '-  =  s  11  ce. 

chcp-l-shcp  clici-1-shcû  ' 

Donc  finalement 

(5)  to=  sh<ox -+  c.h(ft. 

La  tormule  (5)  établit  donc    le  résultat  signahi  au 
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n"  3  :  deux  pliénomèiies  ayant  lieu  en  des  points  dilFé- 
rents  et  considérés  par  A  comme  simultanés  ne  le  sont 
pas  en  réalité  (c'est-à-dire  pour  Ao).  En  effet  t^  dépend 
non  seulement  de  f,  mais  de  x. 

On  dit  que  t  est  Y  heure  locale  au  point  M. 

IV.  —  Formules  fondamentales. 

11.  Les  formules  fondamentales  dont  il  s'agit  éta- 
blissent les  relations  entre  les  coordon/iées  i^elatives 
et  les  coordonnées  absolues  d'un  ])hénomène.  Voici 
ce  qu'il  faut  entendre  par  là  : 

Tout  phénomène  instantané  ayant  lieu  au  point  M 
est  caractérisé,  pour  l'observateur  A,  par  l'abscisse  oc 
(relative,  bien  entendu)  du  point  M  et  par  l'heure 
locale  t  à  laquelle  se  produit  le  phénomène. 

Cette  abscisse  et  cette  heure  locale  sont  les  coordon- 
nées relatives  du  point  iM. 

Le  phénomène  a,  pour  A^,  deux  coordonnées  abso- 
lues, qui  sont  l'abscisse  absolue  Xo  du  point  M  et  l'heure 
absolue  t^  à  laquelle  se  produit  le  phénomène. 

Proposons-nous  de  calculer  x^^  et  ta,  connaissant  x 
et  t. 

Le  problème  a  déjà  été  résolu  pour  ^o  [formule  (5)]. 

Pour  avoir  rro,  il  suffit  d'écrire  que 

long.  abs.  de  OoM  =  long.  abs.  de  OoO  +  long.  abs.  de  OM. 

Mais 

long.  abs.  de  OoM  =  a^o, 

long.  abs.  de  OqO  =  m/o=  tb<f  ^o, 

long.  abs.  de  OM    =  — ; 

en  ç) 

Donc 

X 

(6)  '  a"o=  ihcs^oH-  -r— ' 

^    '  •en© 
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ou.  d'après  la  t'oriiiule  (5), 

J'  >li-a)  -f-  I  ,       ^ 

Xo=  tho  ( sh'iJ:-  -+-  chœ/  )  H ; —  = T  -l-  slicp^ 

TV.  '     •         cil  'f  cil  G 

et,  finalement, 

x\,  =  cil  G  -T-  sh  o  /. 

Telle  est  la  seconde  des  formules  fondamentales  que 
nous  voulions  obtenir.  Récrivons-les  : 

(7)  xq  =  ch  o X -\- i\i '■■i t , 

(8)  to=  ?>hox  -h  chift. 

On  les  résout  immédiatement  en  .r  et  t,  en  tenant 

compte  de  ce  que 

ch2  -^  —  Sh2  '^  =  1 . 

Il  vient  ainsi 

(9)  X  =  ch.'■^x^) — shcp^o, 

(10)  t  =  —  sh'^j^o -1- chcp  ^0- 

On  voit  qu'on  passe  des  formules  (-)  et  (8)  aux  for- 
mules (9)  et  (10)  en  permutant  x  et  Xo-,  t  et  ?y,  et  en 
changeant  'j  en  —  o.  C'est  bien  ce  qu'exige  le  principe 
de  relativité. 


12.  Remarque.  —  On  pouvait  arri\er  plus  rapide- 
ment aux  formules  fondamentales.  Comme  on  la  vu, 
on  peut  écrire  immédiatement  la  formule  (6),  qui 
n'est  autre  que  la  formule  (9).  L'application  du  pos- 
tulat fondamental  conduit  alors  à  la  formule  (~)-  et  les 
formules  (8)  et  (10)  résultent  des  deux  précédentes 
par  des  combinaisons  simples.  Mais  on  perd  peut-être 
ainsi  en  clarté  ce  qu'on  gagne  en  concision. 

13.  Application.  —  Il  est  maintenant  facile  d'élu- 
cider les  paradoxes  signalés  au  n"  6  et  au  n"  9. 

i"   Si  Aq  observe  constamment  le  chronomètre  mo- 


(  2i4  ) 

bile  placé  en  O,  et  A,  le  chronomètre  fixe  placé  en  O©, 
chacun  des  observateurs  estimera  que  le  chronomètre 
de  l'autre  retarde. 

En  eiîet.  faisons  dans  la  formule  (8)  a?  =  o.  Il  vient 

^Q  =:  ch  o  <,  d'où  to^  t. 

Donc  le  chronomètre  placé  en  O  est  en  retard,  au 
point  de  vue  de  Aq.  Faisons  maintenant  Xo^^o  dans 
la  formule  (lo).  11  vient 

f  =  chcp/o»  froù  l~^to. 

Ainsi  Ao  arrive  bien  à  une  constatation  semblable. 
La  contradiction  apparente  s'explique,  quand  on  a  bien 
saisi  la  notion  du  temps  local.  A  a  raisonné  comme  si 
le  chronomètre  placé  en  O  et  celui  qu'à  un  certain  mo- 
ment il  place  en  Oo  pour  comparer  celui  de  A,,  étaient 
d'accord  :  aux  yeux  de  Ao,  il  se  trompe.  Celui-ci, 
d'ailleurs,  commet  exactement  la  même  erreur  aux 
jeux  de  A. 

Les  égalités  précédentes  [paraissent  incompatibles,  à 
cause  d'un  simple  vice  de  notation  :  t  et  f,,  n^y  ont 
pas  les  mêmes  valeurs. 

2°  Imagjinons  maintenant  que  Aq  et  A  possèdent 
deux  règles  auxquelles  ils  attribuent  la  même  lon- 
gueur /.  Je  dis  que  chacu/i  des  observateurs  trou- 
vera la  règle  de  l'autre  plus  courte  que  la  sienne. 

Soient,  en  effet,  INf  et  M'  les  extrémités  de  la  règle 

mobile,   x  et  x'   leurs  abscisses   relatives.   On  a   par 

hypothèse 

x'  —  a?  =  /. 

Pour  apprécier  la  longueur  absolue  de  cette  règle, 
Aq  notera  les  abscisses  absolues  Xq  et  x\^  de  ses  deux 
extrémités  à  un  même   instant   /o-   Il  écrira  alors,  en 
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vertu  (ie  la  tonnule  (()), 

X  =  chef  j"o  —  slicp^Q, 

d'où,  par  soustraction, 

,  x'  —  X  l 

Xq  —  ^u  =  — i =  —, —  • 

cli^  chcp 

Donc  pour  Aq,  la  règle  mobile  a  une  longueur  inté- 
rieure à  /. 

De  même,  la  règle  fixe  a  des  extréjnités  dont  les 
abscisses  absolues  ^o  et  z\^  satisfont  à  l'égalité 

Pour  en  mesurer  la  longueur,  A  notera  les  abscisses 
relatives  ç  et  ç'  de  ses  extrémités,  quand  les  beures 
locales  en  ces  points  ont  une  même  valeur  0.  Tl  obtient 
alors,  par  application  de   la  formule  (7), 


d'oi 


et  il  aboutit  à  la  même  conclusion  que  Aq. 

La  contradiction  apparente  s'explique  toujours  de  la 
même  manière  :  A  a  cru  noter  sur  une  écbelle  divisée 
les  passages  simultanés  de  deux  points,  alors  qu'en 
réalités  ces  passages  étaient  successifs. 

y.  —  Formules  fondasientales  de  cinématiole. 

14.  Soit  M  un  point  mobile  par  rapport  au  labora- 
toire Ox.  Son  mouvement  sera  défini  par  une  relation 


'.0  — 

ch^ï 

'-(- 

shcfO, 

^0  = 

ch'/; 

-1- 

shcpO, 

_  f  - 

■5 

ch 

_2? 

ch  '-f 
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entre    ses    coordonnées ,    abscisse    relative    et    heure 
locale. 

Les  formules  de  transformation  (9)  et  (10)  permettent 
d'obtenir  Téquation  du  mouvement  absolu  de  ce  point. 

La   vitesse    et    l'accélération   relatives    du    point  M 

cLx        (x^  oc 
seront  définies  par  les  expressions  ordinaires  —7-  et  —j-j  ■ 

Les  vitesse  et  accélération  absolues  seront  de  même  —j— 

dto 

el^. 
dtè 

lo.  Composition  des  vitesses.  —  On  peut  mettre 
sous  une  forme  simple  la  relation  qui  existe  entre  la 
vitesse  relative  et  la  vitesse  absolue  d'un  point. 

Posons  à  cet  efl'et 

0  et  Oo  étant  les  arj^uments  bvperboliques  de  ces  deux 
vitesses.  On  a,  en  différentlant  les  relations  (7)  et  (8), 

(i3)  dxo  ~  c\i'f  (tx -h  sh 'y  dt, 

(14  )  dto  =  sh'ji  dx  -^-  ch^  dt 

(en  n'oubliant  pas  que  es  est  une  constante);  donc 

1      d^         u 
1        7         chtp  -t — h  shcp 
dxo        ch'^  dx  ^  shf  d(  _  dt 

dtn         sho  rfa: -H  cho  <y/  ,       dx  . 

^  dt 

et,  en  introduisant  H  et  Q„. 

d'où 

(16)  en=e-^cp. 
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Ainsi ^  lavguinenl  hyperboli<iae  de  la  vitesse 
absolue  est  égal  à  laiguinent  hyperbolique  de  la 
vitesse  relative  augmenté  de  celui  de  la  vitesse  d  en- 
traincnient  du  laboratoire  0.r. 

On  suit  donc  que  la  compositiun  des  vitesses  (sur 
une  droite)  s'exprime  par  la  formule  d'addition  des 
tani;entes  hyperboliques  (M. 

16.  Accélération  relative  et  accélération  absolue. 
—  Pour  calculer  la  seconde,  connaissant  la  première, 
nous  tirons  d'ab(jrd  de  la  relation  (i4) 

/     X  dt(i  dx  1        1  A         , 

(17)  -7-  =  shcp  -7 — h  ch'j  =  sliç  th9 -f- chtp 

_  ch(9  +  cp)  _  chÔo 
~         chë         ~   che  * 

On  a  ensuite,  en  dérivant  les  relations  (11)  et  (12),  la 
première  par  rapport  à  t,  la  seconde  par  r.q^port  à  t^^, 

~d^  ~  ch^e  'di' 

d^xo  __       I       fi?6o  _       I       <5?6ft    dt 
dtl    ~  ch^o  ^  ~  ch2ë^  ~dt    'dû)' 

d'où,  en  vertu  de  la  formule  (17), 

d'^^n  ^       I      d%       ^ 
dtl    ~  ch»eo    dt  ^^   ' 

Mais  il  résulte  de  la  formule  (16)  qu'on  a 

rfOo  _  f/e 
dt   ~  'di' 

On    trouve    donc,    en    divisani    les    deux   expressions 

(')  La   formule  (16)  montre  que,  si  6  est  constant,  6„  l'est  égale- 
ment. Aussi   un  mouvement  uniforme  pour  A  l'est   aussi  pour  A„. 
Ann.  de  Mathéinal.,  '^'  série,   t.  XVI[.  (Juin    11)17.)  I" 
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d-  X         d' Xr. 
trouvées  pour  —r—  et     ,  .  , 
•  dt-  dt-r. 


d'-x 

~dF  ch3  9o 


d-^Xf,  ch-^e 


dfi 
ce  qu'on  peut  écrire 

(orinule  qui  i^ésout  le  problème. 

VI.  —  Dyxamiqie  de  la  relativité. 

17.  11  est  clair  que  les  hypothèses  de  la  dynamique 
ordinaire  sont  incompatibles  avec  le  principe  de  rela- 
tivité. 11  suffit  pour  le  faire  voir  de  remarquer  que  ces 
hypothèses,  appliquées  à  l'étude  du  mouvement  d'un 
point  soumis  à  une  force  de  grandeur  constante,  con- 
duisent à  prévoir  que  la  vitesse  de  ce  point  croîtra 
sans  limite,  et  arrivera  par  conséquent  à  dépasser  la 
vitesse  de  la  lumière,  ce  qui  est  inadmissible. 

11  faut  donc  modifier  ces  hypothèses  de  manière  à 
les  mettre  en  harmonie  avec  le  principe  f  '  ). 

La  première  hypothèse  de  la  dynamique  classique 
est  qu'un  point  matériel  qui  n'est  soumis  à  aucune 
force  est  animé,  dans  le  cas  le  plus  général,  d'un  mou- 
vement uniforme.  Nous  pouvons  conserver  cette  hypo- 
thèse. On  a  vu  en  elFet  qu'un  mouvement  uniforme 
pour  A  l'est  aussi  pour  Aq  (n"  15,  note).  Par  consé- 
quent, A  et  Aq  estimeront   dans   le   même   cas  qu'un 


(')  Rappelons  que  nous  nous  bornons  à  étudier  les  phénomènes 
qui  se  passent  sur  une  droite. 
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point  matériel  ii'e&t  soumis  à  aucune  force,  ce  qui  est 
bien  conforme  au  principe  de  relativité. 

Si  un  point  matériel  est  animé  d'un  mouvement 
varié,  A  estimera  que  ce  point  est  soumis  à  une  torce. 
En  dynamique  classique,   celte   force  est   par  défini- 

d^  oc      «  "  T* 

tion  m  —Tj^i  —rj  étant  l'accélération  du  point,  m  étant 

un  coefficient  qui  ne  dépend  que  du  point  matériel 
et  non  de  sa  vitesse  (sa  masse). 

C'est  ici  que  la  nouvelle  dynamique  est  obligée  de 
se  séparer  de  la  dynamique  classique,  en  adoptant  une 
hypothèse  plus  générale.  Erant  donné  un  point  maté- 
riel dont   l'accélération  à  un  certain  instant  est  —7—  , 

dt- 

la  force  qui   lui  communique  celte  accélération  aura 

d-x 
toujours  pour  expression  t^—tt^-»  mais  on  admettra  que 

le  coefficient  m,  au  lieu  d'être  constant,  sera  une  cer- 
taine Jonction  de  la  vitesse  du  point  à  l'instant 
considéré . 

Autrement  dit  :  la  juasse  d'un  point  matériel,  au  lieu 
d'être  constante,  est  une  fonction  de  sa  vitesse. 

Avant  de  préciser  la  nature  de  cette  fonction,  on 
voit  qu'elle  doit  être  croissante  avec  la  vitesse  et 
tendre  vers  l'infini  quand  la  vitesse  du  point  matériel 
tend  vers  la  vitesse  de  la  lumière.  C'est  à  cette  condi- 
tion que  les  lois  de  la  nouvelle  dynamique  s'oppose- 
ront à  ce  que  la  vitesse  d'un  point  matériel  puisse 
atteindre  celle  de  la  lumière. 

18.  Nous  déterminerons  la  forme  de  m  par  la  con- 
dition suivante,  d'accord  avec  le  principe  de  relativité  : 
il  faut  que  la  valeur  numérique  attribuée  à  la  force 
qui  produit  un  mouvement  donné  soit  la  même  pour 
l'observateur  X  et  l'observateur  A q.,  et  cela,  quelle 
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que  soit  la  vitesse  u  d'eiitraùienient  du  labora- 
toire Ox  (ou  quel  que  soit  V  argument  hyperbolique  o 
de  cette  vitesse). 

On  peul  poser  m=  f(^).  Telle  est  la  valeur  de  la 
masse  du  point  M  pour  l'observateur  A.  Pour  l'obser- 
vateur Ao,  cette  masse  a  la  valeur  J (^o)-  On  doit  avoir 

Mais  on  a  trouvé  [éqviation  (  i8)] 
d'où 

ch»e      cii^eo 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  9  et  o, 
c'est-à-dire  quels  que  soient  9  et  Oo=  ?  +  ^-  P'^ï'  con- 
séquent, la  valeur  commune  des  deux  membres  de  la 
relation  précédente  doit  être  une  constante  absolue  rUQ. 

Ainsi 

(19)  m=/(e)  =  moch^e; 

/Wo  est  la  masse  du  point  pour  une  vitesse  nulle,  c'est- 
à-dire  la  masse  statique. 

Si  l'on  veut  introduire  explicitement  la  vitesse 

dx         ,  „ 

-7-  =  the, 

dt 


on  écrira 


'(7^-e)'='"4'"(^)1 


Ainsi  la  masse  d'un  point  matériel  mobile  est  propor- 

3 
tionnelle  à  la  puissance  d'exposant  —  -  de  l'exprès- 


(  «-^I  ) 

(dx  \  -  •  .... 

-j-)' ■  Ou  voit  l)ieu  qu'elle  devienl  infime 

dx 
pour  -j-  =:  I  . 
'  dt 

On  donne  à  m  le  nom  de  masse  longitudinale^  la 
dynamique  d'un  milieu  à  deux  ou  trois  dimensions 
obligeant  ù  considérer  une  autre  masse,  la  masse 
transversale^  dont  la  valeur  est  dilTérente. 

En  résumé,  l'équation  fondamentale  de  la  dyna- 
mique sur  une  droite  Ox  est  la  suivante  : 

(20)  moch3e^  =  F. 


Mais,  comme  on  l'a  déjà  écrit, 

dx        ,  .  ...         d'X  1      ^0 

(11)  -7-  =  i"''î         ''  '^n         -TT  =     .  „,;  -77' 

^     '  dt  '  dt^'        ch2  6  dt 

On  peut  donc  écrire  l'équation  (  20) 


(■il)  A>Jo'l.6—  =  F. 


19.  Gomme  application,  traitons  le  mouvement  d  nu 
point  matériel  soumis  à  une  torce  d'intensité  cons- 
tante. Il  faut  intégrer  les  équations  (21)  et  (i  1),  où  F 
est  une  constante.  Nous  supposerons  que  le  point  mo- 
bile part  du  point  O  au  temps  zéro  avec  une  vitesse 
nulle. 

L'équation  (2ij  s'écrit 

//io  ch6  f/0  =  F  dt. 

Intégrons  en  tenant  compte  des  conditions  à  l'origine. 

Il  \  ient 

mo  shO  =  F/, 


d'où 
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F 


F 

sh6  =  —  t,         lliO 


t 


/         F'     , 

Léquatlûii  (i  ij  donne  alors 

F 


dx  m.) 


dt  /  F2 


d\)ù 


\/- 


Telle  est  l'équation  du  mouvement.  Quand  l  aug- 
mente indéfiniment,  x  augmente  indéfiniment  et  -^ 
tend  vers  i . 


CORRESPONDANCE. 


M.  G.  Foiiret.  —  An  sujet  de  la  question  lOlo  ('  ). 
—  Le  second  paragraphe  de  renoncé  de  la  question 
1015  est  erroné  (saut"  pour  une  certaine  catégorie  de 
surfaces  gauches  sur  laquelle  je  pense  revenir  bientôt). 
J'ai  dû  vous  signaler  ce  tait  il  y  a  quelques  années,  au 

(')  Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  C.-A.  Laisant.  M.  Fouret 
envoie  en  même  temps  une  solution  de  la  première  partie  de  la 
question  1015.  Nous  espérons  pouvoir  la  publier  dans  l'un  de  nos 
prochains  numéros. 
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moiiu^iil  oïl  vous  avez  publié  \  os  e\<elleuts  Rei.ueiU  de 
Pr.ihlèmes;  car  à  la  pa^e  (S6  de  celui  qui  concerne  la 
Géonictrie  analytique  à  trois  dimensions,  la  jueniière 
partie  de  la  question  lOlo  se  tiou\e  seule  reproduite. 
Avais-je  eu  soin,  antérieurement  ou  en  même  temps, 
d'aviser  de  mon  erreur  la  Rédaction  des  Nouvelles 
Annales?  Je  n'evx  ai  aucun  souvenir;  s'il  y  a  eu  oubli 
de  ma  part,  je  ne  puis  que  le  regi-etter,  et  je  vous  prie 
de  m'en  excuser  auprès  des  lecteurs  de  votre  journal. 

jNI.  h.  Vogt.  —  Sur  le  mouvement  de  la  manivelle 
et  de  la  tis'e  guidée.  —  Dans  le  numéro  d'avril  der- 
nier  des  Nouvelles  Annales  (p.  121  de  ce  Volume), 
M.  d'Ocagne  établit  simplement  l'équation  dont  dépend 
l'inclinaison  de  la  bielle  lorsque  la  vitesse  de  son  ex- 
trémité opposée  à  la  manivelle  passe  par  un  maximum 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  lorstjue  l'accélération  de 
cette  extrémité  est  nulle. 

Je  me  permets  de  mentionner  quelques  remarques 
que  i  ai  introduites  dans  mon  enseignement,  tacilitant 
la  détermination  de  cette  accélération  pour  une  posi- 
tionquelconque  de  la  manivelle  ;  les  résultats  auxquels 
j'aboutis  ne  difFèrent  pas  de  ceux  qui  sont  établis  par 
M.  tl'Ocagne  et  d'autres  auteurs,  mais  la  manière  de 
les  obtenir,  qui  n'est  peut-être  pas  nouvelle,  pourra 
intéresser  les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales.  Je  me 
reporterai  à  la  figure  1  de  l'article  de  M.  d'Ocagne,  et 
je  la  supposerai  complétée  par  le  tracé  de  HI  et  Olv. 

Il  s'agit  de  trouver  la  vitesse  du  point  H  qui  se  dé- 
place sur  O  )",  le  mouvement  de  ce  point  peut  être 
considéré  comme  résultant  de  deux  autres  :  l'un  est  le 
mouvement  d'entraînement  du  point  coïncidant  H, 
lié  à  la  bielle,  l'autre  est  le  mouvement  relatif  du 
point  H  le  long  de  la  bielle  elle-même:  la  vitesse  d'en- 
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traînement  r^  est  normale  à  HI,  la  vitesse  relative  iv 
dirigée  suivant  AB,  et  la  vitesse  absolue  cherchée  ("„ 
suivant  Oy;  il  suffît  de  connaître  la  première  pour 
avoir  les  deux  autres. 

Or  on  sait  que  Ton  a  la  vitesse  »v  <J^'  point  H,  de  la 
bielle  en  menant  parO  une  parallèle  à  IH,  jusqu'à  son 
point  de  rencontre  H'  avec  AB;  la  vitesse  t^e  est  égale 
a  oj.OH'  et  est  normale  à  OH'.  Mais  le  point  H'  se 
confond  précisément  avec  le  point  désigné  par  Iv;  cela 
résulte  de  l'homothétie  par  rapport  à  A  des  deux  figures 
II.IKO  et  BOHI,  entraînant  le  parallélisme  de  OK  et 
de  Hl.On  aperçoit  ainsi  la  signification  cincinatique 
du  point  K,  donnant  lieu  à  la  relation  (^  =:  co.OK. 

Pour  en  déduire  tv  et  i ,,,  il  suffit  de  construire  un 
triangle  dont  les  côtés  sont  respectivement  dirigés 
suivant  la  perpendiculaire  à  OK,  la  droite  AB  et 
l'axe  O  )'.  Ce  triangle  est  semblable  à  OKL  comme 
ayant  les  côtés  perpendiculaires  à  ceux  de  ce  dernier; 
il  lui  serait  du  reste  parallèle  après  la  rotation  des 
vitesses  d'un  angle  droit,  comme  on  le  fait  dans  cer- 
taines théories.  On  a  donc  »>=  w.OL  et  Va  —  (o.KL; 
l'accélération  du  point  B  est  par  suite  égale  à  w-.RL. 

Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qui  est  indiqué  par 
M.  d'Ocagne,  et  à  celui  qui  résulte  des  considérations 
de  M.  Massau,  développées  dans  le  Cours  de  Méca- 
nique appliquée  de  M.  Boulvin  (t.  V,  p.  49)-  M.  Massau 
construit  le  point  K  d'après  l'équation  AK.AB  =  AH-, 
puis  trace  par  le  point  K  une  perpendiculaire  à  AB 
jusqu'à  son  point  de  rencontre  K'  avec  OB,  et  trouve 
que  l'accélération  de  Best  égale  à  w'-.B'O;  ce  sont  bien 
les  mêmes  résultats  que  les  précédents,  car  le  point  K 
est  celui  de  la  figure  de  M.  d'Ocagne,  et  K'O  est  égal 
et  parallèle  à  KL.  L'accélération  du  point  B  sera  nulle 
quand  K'  se  confondra  avec  O. 
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Ces  résultats  sont  obtenus  (ruue  manière  à  peu  près 
i(Jenti(}ue  par  M.  Moutard  [Cours  de  machines  à 
vapeur  de  L'Ecole  du  génie  maritime). 


itlItLIOdltUMIIE. 


G.  Darboux.  —  Principes  de  Géométrie  analytique  ;  volume 
in-8  (25-16)  de  vi-Sao  pages,  avec  -^7  figures;  1917.  Librairie 
Gauthier-Villars.  Prix  :  20^'. 

Nous  ne  croyons  pouvoir  mieux  donner  une  idée  de  cet 
important  Ouvrage  qu'en  reproduisant  la  Préface  du  grand 
géomètre  que  vient  de  perdre  la  Science. 

Le  nouveau  Volume  que  je  soumets  aujourd'hui  au 
jugement  du  public  mathématique  est  le  résumé  de 
leçons  que  j'ai  faites  depuis  1872,  soit  à  l'Ecole  Nor- 
male supérieure,  soità  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 
Avant  d'être  enseignées  en  public,  les  matières  qui  le 
composent  ont  été  exposées  en  grande  partie,  avec 
d'autres  encore,  devant  mes  chers  élèves  de  l'École 
Normale  de  1872  à  1876.  J^es  théories  générales  qui 
forment  la  substance  des  quatre  premiers  Livres  ont 
été  l'objet  de  mon  Enseignement  à  la  Sorbonne,  dès 
Fannée  scolaire  i87y-i88o.  C'est  en  1895-1896  que 
j'ai  développé  les  principes  de  la  Géométrie  Cay- 
leyenne.  Enfin,  les  propriétés  essentielles  des  cyclides 
ont  fait,  depuis  Fannée  1880-1881,  partie  intégrante 
de  tous  mes  cours  sur  les  systèmes  triples  orthogo- 
naux. 

Il  ne  faut  pas  regarderie  présent  Ouvrage  comme  un 
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exj>osé  didactique  et  systématique  des  principes  et  des 
méthodes  de  la  belle  création  de  Descartes.  Il  suppose 
une  connaissance  préalable  des  éléments  de  la  Géo- 
métrie analytique.  Son  but  essentiel  est  de  préciser 
les  notions  relatives  à  l'imaginaire,  à  l'infini,  etc.,  et 
de  montrer  qu'en  Géométrie  elles  doivent  prendre 
toute  la  place  et  toute  l'importance  qui  leur  ont  été 
attribuées,  depuis  longtemps,  en  Analyse.  Dans 
l'exposé  de  ces  notions,  je  me  suis  attaché  à  rester 
aussi  élémentaire  que  possible,  et  me  suis  interdit,  à 
l'egret  quelquefois,  tout  dé\eloppement  qui  ne  serait 
pas  <le  nature  à  être  compris  par  un  bon  élève  de  mathé- 
matiques spéciales. 

Je  dois,  en  terminant,  remercier  mes  collègues 
MM.  Cl.  Guichard  et  Ernest  Lebon  du  concours  qu'ils 
ont  bien  voulu  meprêterpour  la  correction  des  épreuves  ; 
je  me  reproclierais  d'oublier  mon  excellent  éditeur 
M.  Gauthier- Villars.  Malgré  toutes  les  difficultés  nées 
d'une  guerre  où  la  France  combat  pour  la  liberté  et  le 
salut  du  monde,  il  n'a  pas  craint  de  me  faire  confiance, 
d'accueillir  et  de  mènera  bien  celte  publication  avec 
tout  le  soin  auquel  il  nous  a  habitués. 

Titres  des  Chapitres. 

LiVRK  I.  —  Le  rapport  anliarinoniciue.  —  Inlroiluction.  Les 
coordonnées  tétiacdiiques.  Le  rapport  anharnionique.  La 
méthode  des  notations  abrégées  de  Bobillier  et  Tiiomologie 
dans  le  plan.  L'homologie  biaxiale.  Le  principe  de  dualité. 
Les  figures  corrélatives.  Les  coniques  et  les  divisions  homo- 
graphiques. 

LiVKE  IL  —  Définitions  métriques.  —  Les  relations  métriques 
dans  le  plan.  Étude  d'une  classe  particulière  de  courbes  ana- 
logues aux  coniques.  Les  éléments  métriques  dans  l'espace. 
Génératrices  rectilignes  de  la  sphèie.  Trigonométrie  sphé- 
rique.  Segments  associés  sur  la  sphère. 
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Ia\ke  ll\. -■  Les  f/iéurè/»ies  de  Poncelet.  —  Étude  d'un  sys- 
tème particulier  de  coordonnées.  F^es  théorèmes  de  Poncelet. 
Le  théorème  général  de  Poncelet. 

Livre  IV.  —  La  Géométrie  Cayleyenne.  —  Origine  de  la 
Géométrie  Cayleyenne.  Les  déplacements  Gayleyen?.  La  tri- 
gonométrie Cayleyenne. 

LivitE  V.  —  De  l'inversion.  —  L'inversion.  Ses  propriétés 
essentielles.  Les  coordonnées  pentasphériques.  Les  cyclides 
en  coordonnées  cartésiennes.  Les  cyclides  en  coordonnées 
pentasphériques.  Les  cyclides  et  leurs  sphères  principales. 
Le  système  triple  orlho^ronal  formé  de  trois  familles  de 
cyclides.  Un  mode  de  transformation  de  l'espace  qui  se  pré- 
sente dans  l'étude  des  cyclides. 


A^CIEi\i\ES  OUESTIOXS  m\  RESOLUES. 


103S  (1871,  336).  —  Il  y  a  les  mêmes  relations  entre  les 
tangentes  menées  d'un  point  de  l'ellipsoïde  à  trois  sphères 
doublement  tangentes  à  l'ellipsoïde,  qu'entre  les  distances 
d'un  puint  variable  dans  un  plan  à  trois  points  de  ce  plan. 

G.  Darboix. 

1042  (1871,  479)-  —  Oii  donne  quatre  surfaces  fixes  du 
second  ordre  passant  par  une  même  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre,  ayant  un  point  double  de  rebroussement  : 

1°  Un  point  I\l  se  meut  sur  l'une  d'elles;  trouver  le  lieu  du 
point  de  rencontre  du  plan  polaire  du  point  iVI  par  rapport  à 
chacune  des  trois  autres  surfaces. 

1°  Un  plan  P  touche  l'une  d'elles;  trouver  l'enveloppe  du 
plan  passant  par  les  pôles  du  plan  P  rebuifs  à  chacune  des 
trois  autres  surfaces.  L.  Paikvin. 

1063  (1872,  96).  —  f(x,  y)  et  '^{x,  y)  désignent  deux 
fonctions  entières  de  x  et  de^;^i,_72,  •••  sont  les  racines 


(    2'^8    ) 

de  l'équalion  en  y,  f{x,  y)  =  o,  et  Xi,  x^,  ...  les  racines  de 
la  même  équation,  dans  laquelle  x  est  seule  traitée  comme 
inconnue;  enfin  (ai,  ^j),  (otj,  pj),  ...  représentent  les  solu- 
tions du  système  d'équations 

/(^,y)  =  o,         (f(x,y)=o. 
Démontrer  la  relation 


d^(^,y./) 

2  1  _       •^  i  dx 

(^  —  '^i)(y  —  Pi)~     ^jy—yj    ^i^,yj) 

do{^k,y) 


Adi,x  —  Xk      f{x/,,y) 

F.    DiDON. 

1074  (1872,  igo).  —  Etant  donné  un  polygone  plan  et 
convexe  dont  deux  côtés  consécutifs  quelconques  font  un 
angle  constant,  on  sait  que  le  lieu  du  point  tel  qu'en  proje- 
tant ce  point  sur  les  côtés  du  polygone  et  joignant  les  pro- 
jections consécutives  par  des  droites,  on  forme  un  polygone 
d'une  aire  donnée,  est  une  circonférence.  Quand  la  valeur  de 
l'aire  varie,  on  obtient  diverses  circonférences  qui  ont  toutes 
même  centre  O.  Démontrer  que  ce  point  O  est  le  centre  des 
moyennes  distances  des  sommets  du  polygone  primitif,  ou, 
plus  généralement,  des  points  qu'on  obtient  en  prenant  les 
centres  de  deux  côtés  séparés  par  un  même  nombre  k  de 
côtés;  ce  point  O  est  aussi  le  centre  des  moyennes  distances 
de  ses  projections  sur  les  côtés  du  polygone.  Voir  ce  que 
deviennent  ces  théorèmes  quand  ces  côtés  deviennent  infini- 
ment petits,  et  que  le  polygone  se  transforme  en  une  courbe 
plane  et  convexe.  On  retrouvera  en  particulier  une  proposi- 
tion bien  connue,  de  Steiner,  relative  au  centre  de  gravité  de 
masses  appliquées  aux  différents  arcs  infiniment  petits  égaux 
de  la  courbe,  et  inversement  proportionnelles  aux  rayons  de 
courbure  correspondants.  F.  Didon. 

1105  (1872,  527).  —  i"  Trouver  l'équation  des  courbes  qui 
coupent  sous  un  angle  constant  tous  les  segments  décrits  sur 
une  même  corde. 


(    229    ) 

?."  Même  problème  pour  les  hyperboles  équilatères  conceii- 
iriqiies  qui  passent  par  un  point  fixe. 

3"  Même  problème  pour  les  ellipses  iiomofocales. 

4"  Même  problème  pour  les  cassiniennes  homofocales,  c'est- 
à-dire  les  courbes  telles  que  le  produit  des  distances  de  chaque 
point  aux  /(  sommets  d'un   polygone  réi;nlier  reste  constant. 

HaTON    de    la    GOUPILLIKKE. 

1107  (1872,  5-28).  —  Le  nombre  des  coniques  d'un  système 
([Xi,  vi)  qui  sont  osculatrices  à  des  coniques  d'un  autre  sys- 
tème (p.o,  v-i)  est  égal  à  3(,ai  [jl2^- ''i  vo). 

H. -G.  Zeuthen. 

1108  (1872,  528).  —  Combien  de  coniques  d'un  système  ont 
un  double  contact  avec  des  coniques  d'un  autre  système? 

H. -G.  Zelthen. 

1149  (1874,  399).  —  Trois  points  /,  m,  n  étant  pris  sur  une 
conique,  on  construit  par  rapport  à  un  point  quelconque  / 
les  cercles  adjoints  aux  trois  systèmes  de  droites  /m,  In,  ml, 
mn,  ni,  nin  (  ' },  ainsi  que  le  cercle  orthogonal  à  ces  trois 
cercles.  Si  l'on  désigne  par  a,  ^  les  demi-axes  principaux  de 
la  conique,  par  g  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
pointysur  sa  polaire, 


-!-  +  -L  =  _[//,_!!£) 


■Kg,  "Kf  étant  les  puissances  des  points  g,  f  par  rapport  au 
cercle  orthogonal,  1/  l'indice  du  point  f  par  rapport  à  la 
conique. 

Examen  des  cas  où  le  point  /  coïncide  avec  le  centre  de  la 
conique.  H.  Faire. 

1206  (1876.  192).  -  Soient 

iaiX  +  a-iy -\- a^iZ -^  U'^w  =^  o  ou  A  =  o, 

bix  ^  b^y  +  biZ -^  h'^w  =  o  ou  B  =  o, 

Cl  a?  +  c^y  -+-  C3  z  +  Cv  »'  =  0  ou  G  =  o 

les  équations  de  trois  plans. 

(')  Pour  la  dcfinili.)!!  du  cercle  adjoint,   voir  iST^i.  p.   '\\\. 
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Si  les  coefficients  ai,  èj,  Ci,  a>,  62,  c^,  ...  sont  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  /,  le  point  d'intersection  de  ces 
trois  plans  décrira  une  courbe. 

Démontrer  que  le  plan  osculateur  à  cette  courbe  au  point 

A  =  o,         B  =  o.         C  =:  o. 


a  pour  équation 


A 

B 

C 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

a'[ 

h\ 

Cl 

■2a\ 

ib'i 

2C\ 
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«2 
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h. 
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al 
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cl 

•2  a  3 
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(U 
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C3 

< 

K 

cl 

ia\ 

■2b\ 

2C'. 

«i 

b, 

C'4 

2a\ 

2b\ 

2C\ 

«1 

bx 

Cl 

0 

0 

0 

ia'^ 

■i.b\ 

■2  C  j 

«2 

b. 

C2 

0 

0 

0 

ià^ 

■263 

2C3 

«3 

bz 

C.3 

0 

0 

0 

ïa. 

'ib\ 

2C/ 

«4 

bu 

C4 

0 

0 

0 

A,  B,  C  sont  définis  par  les  équations  fi);  a\,  b\,  c\,  ...; 
a"i,  b'[.  Cj,  ...  sont  les  dérivées  premières  et  les  dérivées 
secondes  des  coefficients  «1,  61,  rj,  ...  par  rapport  à  t. 

Gentv. 

1236  (1877,  286).  —  On  donne  un  tétraèdre  ABCD  et  deux 
points  E,  F;  on  construit  deux  autres  tétraèdres  EABC, 
FABC.  Les  faces  de  FABC  coupent  les  arêtes  de  EABC  aux 
points  G,  II,  I.  On  détermine  sur  ces  mêmes  arêtes  trois 
autres  points  K,  L,  M  tels  qu'on  ait 


EG 

AG 

EH 

BH 

El 

CI         I 

— 

—     . 

— 

—    

■                _ 

EK 

AK 

EL 

Bl> 

E,\l 

CM        2 

Prouver  : 

1°  Que  les  quatre  plans  analogues  à  KLM  passent  par  un 
même  point; 

2°  Que  ce  point  décrit  un  plan  tangent  au  cône  passant  par 
les  cinq  droites  EA,  EB,  ....  le  long  de  la  génératrice  EF, 
lorsque  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  F  décrivent  arbitraire- 
ment ces  mêmes  droites.  Bourguet. 


(  ^3.  ) 

1:256  (1878,  237).   —  La   lettre  /   désignant    un   logarithme 
népérien,  démontrer  les  inégalités 

lnl(n-h\)        Il        13  In        //i/(/i-t-i)  1 

■ — -    > h   —  +...H > 


n  7.  1.1 

3 1  n  z        î .  ■>  {n  —  i)n       4  " 

C.    MOREAU. 

130S  (1878,  5-27  V  —  On  donne  un  faisceau  F„  de  courbes 
de  l'ordre  n  et  une  droite  cf;  chaque  point  D  de  d  détermine 
une  courbe  de  F„.  Démontrei'  que  l'enveloppe  de  la  tangente 
en  D  à  la  courbe  déterminée  par  ce  point  est  de  la  classe  m —  i, 
de  l'ordre  4(«  —  i  );  que  la  droite  d  est  une  tangente  multiple 
de  l'ordre  ■!(  n  —  i  j  ;  que  la  courbe  a  4  (  "  —  '^){^  —  3)  points 
doubles,  3( 2/i  —  3)  points  de  rebroussement,  qu'elle  n'a  aucun 
point  d'inflexion;  que  les  tangentes  en  (n  —  1)  points  de 
rebroussement  passent  par  les  (n  —  i)  points  qui  corres- 
pondent à  l'infini  dans  l'involution  que  les  courbes  du  fais- 
ceau F„  marquent  sur  la  droite  d. 

Examiner  le  cas  où  A  points  de  la  base  de  F,^  se  trouvent 
sur  la  droite  d. 

Construire  la  courbe  dans  le  cas  oii  n  =  2,  en  supposant  : 
1"  que  les  quatre  points  de  la  base  du  faisceau  des  coniques  se 
trouvent  d'un  même  côté  de  la  droite  d;  1"  que  trois  de  ces 
points  se  trouvent  d'un  côté  de  d.  et  le  quatrième  de  l'autre 
côté.  E.  DeXn'ulf. 

4321  (1879,  383).  —  Étant  donné  un  ellipsoïde,  on  décrit  la 
sphère  qui  passe  par  les  extrémités  A,  B,  C  de  trois  rayons 
conjugués  et  qui  a  son  centre  dans  le  plan  ABC;  trouver  : 
i"  le  lieu  du  centre  de  la  sphère;  2"  l'enveloppe  de  cette 
sphère.  Barbarin. 

1361  (1881,  '44).  —  Faire  voir  que  l'étude  des  variations  de 

la    fonction  — t, r  peut    toujours    être    ramenée    à 

a  X' -{-  0  X  -\-  c    '^ 

1       1  •     •  j      1      f  A  z-2 -f- B  ;r -(- C 

1  étude   des   variations   de    la    tonction  — >   dans 

x^  -^  px  -{-  q 

laquelle  les  racines  a,   [i  de  x'^-\-px-^  q  =  o  sont  réelles  et 


(  282  ) 
inégales  ;  que  si  R(a^)  est  le  resie  de  la  division  de 
A  3"-  -h  B  .r  -I-  C 

par  x^-\-px-\-q,    il    y  aura    un    maximum    et    un    minimum 

.  R(a)  ^       .,    ^,  R(a)^ 

SI  =- — ?rT  >  o,  il  n  y  aura  ni  maximum  m  minimum  si  ,^    .,    <  o, 

R(p)  k(Pj 

il    n'y  aura   qu'un   maximum  (  pour   la    fonction    translormée) 
si  R(j:)  est  constant. 

Trouver,  en  fonction  de  a,  p,  R(a),  R(j3),  les  valeurs  de  x 
qui  lent  passer  la  fonction  proposée  par  un  maximum  ou  un 
minimum. 

Dans  le  cas  où  a  et  3  se  présenteraient  sous  la  forme ? 

'        "^  c 

peut-on  simplifier  les  calculs?  Hénet. 

136o  (1881,  38 1).  —  Démontrer  que  l'équation 

(n  —  l)(  n  —  ^—1)     ,        ,-, 

X"-'  — : a^-x"-'-^- 

■2  (  2  /i  —  1  ) 

(/i  — /)(n—  l  —  i){n  —  l-~i)(n  —  l  —  'i) 


•2.4    (  2  «  I  )  (  "2  /2   —  3  ) 


a'*x"-'~'*  — .  .  .  =  0 


a  toutes  ses   racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre  —  a 
et  -t-  a.  EscARY. 

1366  (1881,  38i  ).  —  Démontrer  que  l'équation 

,       (n  —  /)(,!  — /  —  i) 
■1  {-ïii  —  i  ) 
+  in-l){n~l-^)in-  l-~i)(n-l-3)  ^^  ^,,  ^,_^  +...==  o 
2.4  (in  —  i)(2«  —  3) 

a  toutes  ses  racines  imaginaires,  inégales  et  comprises  dans 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  a.  EscARY. 

1471  (1883,  432).  —  On  donne,  dans  un  hexagone  circon- 
scriptible  à  un  cercle,  les  longueurs  des  trois  diagonales  qui 
unissent  les  sommets  opposés;  construire  cet  hexagone, 
sachant  que  ces  trois  diagonales  sont  respectivement  paral- 
lèles à  trois  côtés  de  l'hexagone,  deux  quelconques  de  ces 
côtés  n'étant  pas  consécutifs.  E.  Lemoine. 
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1483(1883.528).  —  Soient  Y  le  volume  d'un  tétraèdre  et 
V'i  le  volume  du  tétraèdre  qu'on  obtient  en  menant  par  un 
point  quelconque  des  droites  égales  et  parallèles  aux  plus 
courtes   distances  a_    ^,  y   des    arêtes  opposées  du   tétraèdre 

donné;  on  a 

r2\'\'t  =  a^  ^2y2_  Gëntv. 

1490  11884,  3ÎI),  —  Vérifier  l'identité 

E.   CiATAL-iN. 

1502(1884,  4oo).  —  On  donne  dans  l'espace  deux  droites  A 
et  B.  Une  hyperbole  H  doit  avoir  la  droite  A  pour  directrice 
et  être  un  méiidien  d'une  surface  gauche  de  révolution  conte- 
nant la  droite  B.  On  demande  le  lieu  du  foyer  de  H,  corres- 
pondant à  la  directrice  A.  Halphen. 

1508(1884,  448).  —  On  sait  que  les  cordes  d'une  conique 
qui  sont  vues  d'un  point  G  de  la  courbe  sous  un  angle  droit 
passent  par  un  point  fixe  P;  la  polaire  de  ce  point,  par  rap- 
port à  la  conique,  est  une  corde  commune  de  cette  courbe  et 
du  point  C  considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit. 

Cela  posé,  soient  A  et  B  deux  points  quelconques  de  cette 
polaire.  Par  les  trois  points  A,  B  et  G  on  peut  mener  trois 
coniques  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  conique 
donnée  aux  points  L,  M  et  N  respectivement;  les  droites  CL, 
CM  et  GN  sont  normales  aux  côtés  d'un  triangle  équilatéral, 
et  il  en  est  de  même  des  droites  qui  joignent  le  point  G  aux 
quatrièmes  points  de  rencontre  des  trois  coniques  osculatrices 
deux  à  deux.  Genty. 

1510  (1884,  495).  —  La  conique  inscrite  au  triangle  ABC 
touche  les  côtés  BC,  GA,  AB  aux  points  A',  B',  G'.  Les  mi- 
lieux a,  h,  c  des  côtés  BG,  CA,  AB  ont  des  polaires  à  la 
conique  inscrite;  ces  polaires  forment  un  antre  triangle  dont  , 

l'aire  est  égale  à  l'aire  du  triangle  ABC.         11.  Schroter.  ^ 

1519  (1884,  544).  —   On  donne  n  tiges  dont  les  longueurs 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XML  (Juin  1917.)  18 
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sonl  représentées  par  /j,  l-,,  ...,  li,  ...,  /„.  Chacune  de  ces 
tiges  est  peinte  en  rouge  à  l'une  de  ses  extrémités,  en  noir  à 
l'autre.  On  casse,  au  liasard,  un  morceau  de  chacune  de  ces 
liges.  Soient  Xi,  x-,.  ...,  Xi,  ....  .r„  les  longueurs  des  bouts 
qui  portent  la  marque  noire;  quelle  est  la   probabilité  d'avoir 

X,  -t-  a;'2  -h .  .  .  -h  a;„  =  S, 

S  étant  plus  petit  que  /j  -+-  ^2  +  •  •  • -t-  ^n  "'* 

Eu.  Dewulf. 

1527  (1885,  i5o).  —  Soient  A,  B,  C,  . .  .  des  nombres  dont 
le  premier  chiffre  à  gauche  n'est  jamais  zéro;  a,  b,  c,  ...  ces 
nombres  lus  de  droite  à  gauche. 

J'appelle  nombre  synxélrique  un  nonibre  tel  que  deux 
chiffres  à  égale  distance  des  extrêmes  soient  éi;aux. 

Exemples  :  la-^i,   vi!\-i\. 

J'appelle  pseudo-symétrique  d'éclielle  p  un  nombre  tel 
que  la  somme  de  deux  chiffres,  à  égale  distance  des  extrêmes, 
soit  p  ou  zéro;  s'il  y  a  un  nombre  impair  de  chiffres  dans  ce 
nombre  et  que/)  soit  impair,  le  chiffre  du  milieu  doit  toujours 
être  zéro;  si  p  est  pair,  le  chiffre  du   milieu   peut  être,  soit 

p 
zéro,  soil  —  • 
■1 

Exemples  :  6o3  5o5i,  6o3oiio'2,  6o34  5o'>  sont  pseudo-symé- 
triques d'échelle  8. 

Cela  posé  : 

i"  Si  A  a  n  chiffres,  trouver  combien  de  valeurs  différentes 
peut  prendre  la  somme  A  -i-  a  quand  A  varie  de  a^"-'  à  x'\ 
X  étant  la  base  du  système  de  numération; 

i"  Si  l'on  a  A-r-a  =  B-H6,  A  ayant  n  chiffres,  B  en 
avant  « -f- i  et  étant  tel  que  la  somme  de  deux  chiffres  à 
égale  distance  des  extrêmes  soit  plus  petite  que  x-,  le  nombre 
A  +  a  =  B  -i-  6  sera  symétrique,  et  A  sera  pseudo-symétrique 
d'échelle  x  -^  i. 

Exemple  .•  On  a  (a-  =  lo). 

N  =  A        -+-  « 

12  I  I  I  Ol  I   |-2I    =     8607004053-1-      3504007068 

=^  1001 1  000  120  -f-  02  loooi  1  001 

E.  Lemoine. 
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lo28  (1885,  i5i).  —  Soient  PA,  PB,  PC  les  truis  normales 
menées  d'un  |)oint,  P  à  une  parabole  donnée;  on  considère  les 
centres  O,  0',  O",  O'"  des  quatre  cercles  tangents  aux  côtés 
du  triangle  ABC. 

I"  Si  le  point  P  est  sur  la  directrice,  il  coïncide  avec  l'un 
des  points  O,  O',  0\  O'".  Les  trois  autres  sont  sur  la  parabole, 
lieu  du  sommet  des  angles  droits  normaux  à  la  parabole 
donnée. 

2"  Par  les  points  O,  O',  O",  O'"  on  peut  faire  passer  trois 
hyperboles  équilatéres,  telles  que  le?  normales  à  chacune 
d'elles  en  ces  quatie  points  soient  concourantes.  Les  trois 
points  de  concours  Qi.  Qo,  Qa  sont  sur  un  cercle  concen- 
trique au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  de  rayon 
triple,  et  sur  les  rayons  de  ce  cercle  qui  passent  par  les 
centres  des  hyperboles  correspondantes.  Pour  quelles  posi- 
tions du  point  P  les  trois  hyperboles  sont-elles  réelles?  L'une 
de  ces  hyperboles  a  son  centre  sur  l'axe  de  la  parabole.  Si  le 
point  Q  correspondant  est  sur  cette  parabole,  l'hyperbole 
correspondante  passe  par  le  point  P. 

3°  En  général,  quel  est  le  lieu  du  point  P  tel  que  l'une  des 
hyperboles  précédentes  passe  par  ce  point?  Quel  est  le  lieu 
du  point  de  concours  Q,  du  centre  de  l'hyperbole,  des 
points  O,  O',  O",  O'"? 

4°  Quel  est  le  lieu  des  points  Qi,  Q2.  Q3,  si  le  point  P 
décrit  une  droite  donnée?  J.  Hadamard. 

1530  (1885,  248).  —  Soit  A,  A,  A3  A;  A.5  A^  A^  un  heptagone 
inscrit:  d'un  sommet  on  peut  mener  deux  diagonales  qui 
partagent  1  heptagone  en  un  quadrilatère  et  un  pentagone; 
on  a  ainsi  sept  diagonales.  Les  intersections  de  chaque  côté 
avec  les  trois  diagonales  qui  ne  passent  pas  par  ses  extrémités 
sont  sur  une  quintique.  A.  La  Ghesnais. 

1564  (1887,  399).  —  Euidier  le  complexe  des  droites  D 
dont  les  distances  à  deux  droites  données  L  et  L'  ont  un 
rapport  constant  K.  Examiner  en  particulier  le  cas  où  les 
droites  L  et  L'  se  coupent  à  angle  droit,  et  celui  où  ces 
droites  sont  parallèles.  Schocte. 

1571     1887,   J82;.   —   Cfjj  désignant    le   nombre  des  combi- 
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naisons  de  m  lettres/?  à  p,  démontrer  la  formule 

r,2/j —   pn      _i_,,PH-l         ■  _i      ., /.  r«-^'      _1_  •      o« 

Pellerin. 

1S96  (1891,  I*).  —  Etant  donnés,  dans  un  plan,  une  courbe 
générale  de  /i'""*  classe  et  un  point,  il  existe  •in{n  -^  i)  para- 
boles, ayant  un  même  paramétre,  qui  ont  pour  foyer  le  point 
donné  et  sont  tangentes  à  la  courbe  donnée. 

La  somme  des  angles  que  font,  avec  une  direction  quel- 
conque A  du  plan,  les  axes  de  ces  paraboles,  est  égale,  à  un 
multiple  de  -  prés,  au  qnadruple  de  la  somme  des  angles  que 
font  avec  la  direction  A  les  droites  joignant  le  foyer  commun 
des  paraboles  aux  n  foyers  de  la  courbe,  augmenté  du  double 
de  la  somme  des  angles  que  font  avec  A  les  «(n-t-i)  direc- 
tions asymptotiques  de  cette  courbe.  G.  Fourkt. 

1599  (1891,  2*).  —  Si  l'on  pose 
E|  ==  -  -{ah  -+■  bc  -\-  ca), 

R  =  ~  \a^(b  —  cy--hb'-(c  —  ay^  +  c'^a  —  b)^]: 

et  si  l'on  désigne  par  E  l'aire  de  l'ellipsoïde  dont  les  demi- 
axes  rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante  sont  a,  b,  c, 
on  a 

c  —  6(a  — •  c) 

6  étant  un  nombre  convenablement  choisi  entre  o  et  i. 

G.  Peano. 

1600  (1891,  2*).  —  Soient  X'X  une  droite  horizontale  indé- 
finie, A  et  B  deux  points  pris  sur  cette  droite  et  G  un  point 
pris  au-dessous  de  manière  que  sa  projection  sur  X'X  tombe 
entre  A  et  B,  n  points  Pi,  Pi,  •.,  P«  dont  les  masses  res- 
pectives sont  nii,  niy.  ...,  nin  parcourent  la  ligne  brisée 
X'ACBX,  de  telle  sorte  que  leur  ordre  de  succession  reste  le 
même  et  que  les  projections  sur  X'X  de  leurs  distances 
mutuelles  restent  constantes.  On  demande  de  trouver  :  i°  le 
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lieu  (lu  centre  de  gravité  de  ce  s\>tèMie  de  points;  -j."  la  posi- 
tion du  système  pour  laquelle  le  centre  de  gravité  est  le  plus 
bas.  E.  RoicHÉ. 


1609  (1891,  i\*  ).  —  Étudier  les  courbes  enveloppées  par 
les  droites 

X  cos),  -^ y  sinX  -h  P,j  =  o. 

P„  est  un  polvnome  de  degré  ii  en  >,,  et  À  un  paramétre 
variable.  Montrer  qu'on  peut  disposer  des  constantes  du 
polynôme  P„  de  manière  que  pour  n  pair  les  courbes  n'aient 
aucun  point  de  rebiousseiiient  et  que  pour  n  impair  elles  en 
aient  un.  Que  peut-on  dire  des  points  de  rebroussement 
lorsque  les  constantes  demeurent  quelconques  '! 

Lucien  Lévv. 

1614:  (1891,  iS*). —  Dans  l'espace,  deux  figures  coi  relatives 
peuvent  toujours  être  placées  de  manière  à  être  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  une  quadrique  réelle.       G.  Tarrv. 

1647  (1892,  32*1.  —  Une  solution  en  nombres  entiers  de 
1  équation 

X  -[-  y  -\-  z  =^  n 

est  prise  au  hasard,  aucune  racine  n'étant  zéro;  chercher  la 
probabilité  que  le  produit  des  valeurs  de  x^y,  z  soit  multiple 

de  -7-)  k  étant  un  diviseur  de  l'entier  n. 

1630  (1893,  I*).  —  Soient  S  une  surface  telle  que  les  lignes 
de  courbure  d'un  système  soient  circulaires,  (v)  l'un  de  ces 
cercles  et  G  le  sommet  du  cône  circonscrit  à  S  le  long  de(Y)- 
Démontrer  que  la  trajectoire  du  point  G  est  normale  au  plan 
déterminé  par  ce  point  et  par  la  caractéristique  du  plan  du 
cercle  (y).  Cxronnet. 


1660  (1894,  I*).  —  Les  deux  tangentes  au  point  double 
dune  cubique  étant  réelles,  si  d'un  point  de  la  courbe  Ai  on 
peut  mener  deux  tangentes  réelles,  il  n'y  a  qu'un  des  points 
de  contact,  A2  par  exemple,  d'où  l'on  puisse  mener  de  nouveau 


(  ^>-^8  ) 

des  tangentes  réelles;  alors  de  A,  on  mène  la  tangente  dont 
le  point  de  contact  A3  jouit  de  la  même  propriété,  etc.;  mon- 
trer que  le  point  limite  vers  lequel  on  tend  ainsi  est  le  point 
d'inflexion  réel  de  la  courbe.  A.  AsTOR. 


1()7!2  (1894,  4*)    —  '^3   podaire  du  centre  de  la  courbe 

4  (a"-  4- r- —  a-)3  -1-  27  a- a"'*  =  o 
a  pour  équation 

La  rapport  de  1  aire    de    la    première   courbe  à  celle  de    la 

seconde  est—-  E.-N.  Barisien. 

'9 

1686  (1895,  33*  j.  —  Résoudre  les  'in  —  i  équations  à  in  —  i 
inconnues 

-z=^Xia7i         -(-...  + X„_,  a- ;,_,     -f-X„, 
2 

l  =  X,.r2         _H.  .  ,_HX„_,a72_,    M-X„, 


;        —  '^  1  ■*  1  T^  •  •  ■  ^^  -V  ,t_  1 X  „  _  j    -t-  a\  „ , 

et  montrer  que  les  inconnues  3^1,  ...,  Xn—y  sont  les  racines, 
autres  que  zéro  et  un,  de  l'équation 


(^''-•a"(X  —  1/' 


Lucien  Lévy. 


1687  (1895,  33*).  —  On  sait  que  l'équation 

d'^x"{x  —  i)«  _ 
dx"^ 


(  ^^^9  ) 


peut  s  écrire 


I  I 

3  4 


i     /i  -+-  i 

X         x'^ 


==  t); 


démontrer  que  l'équation 


ôx'^^  ' 


peut  de  même  sécnie 


I  I 

'1.6  3.4 

r  I 

M  4T5 


I 

(  /i  -1-  1 

I 

•2) 

(  /i   -T-  2 

)(  n  -\- 

3  ) 

f 

/m'  /i  -t-  I  )     (  /i  -H  I  )  (  n  -t-  2) 


De  même  l'équation 

di'i-''X'^{x  —  \)" 

peut  s  écriie 


(in  —  I  ) 1 n 


—  k^  \){n  —  k-+-'i)...(in  —  ik^-  i)  (n-h  i)(/i-{-i}...(-in  —  A  -t-  i  j 


/?  (  /i  -h  1  )  .  .  .  (  2  //  —  k 
i 


{  n  -h  k ){  n  ^  k  -{-  i) .  .  .  1  n 


Lucien  Lévy. 


(   Mo   ) 

1688  (1S95,  34*)  (')•  —  Etant  données  les  équations  simul- 
tanées 

i  X  cosX  -f- y  cos[ji  -I-  3  cosv  =  o, 
[  a:  cos)/  +  _7  cos|ji'-i- 5  cosv' =  o; 

1    j<  ces)  H- «'cosX' ^  o, 

(B)  <    a  cosjji  +  u'cos  [Jt' =  o, 

(  u  cosv  +  m' cosv'  =  o, 

.   ,,  ,  dn       ,  ,  (h'      .  .  ,  ,        . 

ou  I  on  a  pose  u  =  m  ---,  u   =  m   — r- ;  «t  et  ai  sont  les  aires 
'  dt  dt 

des  parallélogrammes  constiuits  sur  /•  et  ds,  r'  et  ds' .,  ds  et 

ds'  sont  les  difTérentielies  des  arcs  des  trajectoires  décrites  dans 

l'espace  par  les  corps  m  et  m  dans  le  temps  dt;  enfin  X,  [ji,  v, 

X',    [jl',    v'   sont    les    angles    des    normales   aux    plans    de    ces 

parallélogrammes.  On   demande   de  déduire  de  ces  équations 

les    propositions    suivantes    rencontrées    successivement    par 

Laplace  i-)  et  par  Jacobi  {^)  : 

i"  L'intersection  de  deux  plans  (A)  est  constamment  située 
dans  le  plan  des  xy  quelle  décrit; 

2"  Ce  dernier  plan  est  toujours  compris  entre  les  deux 
plans  (A).  EscARï. 


\OTE. 


A  cause  de  la  connexité  qui  vient  d'être  signalée,  les  énoncés 
des  questions  1689  et  suivantes  seront  publiés  en  tète  du 
prochain  numéro  (pages  24  f  et  suivantes). 


(')  Les  huit  énoncés  1688  à  1695  doivent  être  considérés  comme 
formant  une  seule  question.  Il  est  regrettable  quelle  ait  pris  place, 

sous  celte  forme,  dans  les  Nouvelles  Annales. 

La  Rédaction. 
(^)  Mécanique  céleste,  livre  IL  n°  62. 
(^-)  Comptes  rendus,  t.  \V,  p.  286. 


(  Mi  ) 


WCIEMES  Ol'KSriONS  \0\  UÉSOLlfiS. 


161S9  (1895,  35*  i.  —  Conclure  des  même?  équations  (celles 
de  la  question  1688)  les  résultais  suivants  : 

,         m  di  ^\n(-/ -h 'j' )        /??' r/7' sin(  V -(- •/ ) 
d(  —  : ; =  : : 


a^  =  u^-i-  li-  +  1  uii  cos(v  -T-  v'); 

3"   Le    plan    des    deux    normales    menées   par   1  origine    aux 
pians  (A)  contient  l'axe  des  z\ 
4"  L'équation 

m  (^Tsinv  =  /??' c/t  sin  •/', 

où  m  d^  et  mai'  sont  de~  moments,  exprime  que  le  plan 
des  xy  est  un  lieu  géométrique  d'axes  instantanés  de  rota- 
tion et  que,  par  suite,  ce  plan  est  un  cône  de  Poinsol,  lequel 
est  de   révolution  et  a   pour  cône  supplémentaire  l'axe  des  z. 

ESCARY. 

1690  (1895,  35*).  —  En  désignant  par  ■!/  la  longitude  du 
plan  des  deux  normales  (X,  [Ji,  v),  (À',  [i.,  v'  )  qui  pivote  autour 
de  l'axe  des  5,  démontrer  qu'on  a 


cosii.         sin'i^  cos;jL  sino  cosijl        cosjjl 

ESCARV 

1691  (1895,  35*).  —   Conclure  de  ces  équations -V  = -S -i- - 
(Laplace)  et  les  deux  intégrales  suivantes 

tang-6  cns  > 'i/ =  D-,  tang^O' cos  26' =  D'-, 

où  0  et  6'  sont  des  angles  que  tout  les  rayons  vecteurs  /■  et  /' 
avec  l'axe  des  z.  D  et  D'  des  constantes  arbitraires. 

EscARV. 
A'tn.  de    ilnlhemal.,  j,'  série,  i.  \\  II.  (Juillet   1917.)  '9 


(    242    ) 

1692  (1893,  35*).  —  En  posant 


I  -f-<?2w 


\/cos  lii       *'  ■-* 

tléiiioiitrei'  les  foi  mules  siiivaiiles  : 


sinO  =  cosv  = 


x/D-e-o^^  I 


cosO  =  siii  V  = 


cosX 


COS[X  = 

cm -h  sni^ef/'i 


^/D2d-"'+  I 

\/ie^  v/D-e-"'-!-  I 

y/g  20)  , 


D-'e*w(f2w-4- D2)f/(o-2 


(   D2e2tO_i_   g2(giW_   ,j 


rf|^ 


lisCARY. 


1693  (1895,   36*).   —    Démontrer  que  la   relation 

cos  ).         cos  /  ' 
cosfx        cosjjl' 

déduite  des  deux,   premières  équations  (Bj,  entraine  les  sui 

vantes  : 

10'  =  O), 

m  (D-hD')e'"     ,    ,,        m'  (D-i-D')e"''     ,,    ,,, 
cit  = ■  /•-  di  =  —  =:  f^  d^  , 

m    D    D'2e2a)_^i    ^ 

'  '  ~  lïî'  W    D2e2w-t-  I       ' 

m'  D'    D2e2a)'_,_i 
•'-  —         —   —  /-  2 


cos(v  +  v') 


n    D    D'-^É-^w'-i-t        ' 

DD'e2w_i 
v/(  D2  e2w  _|_  I  j  (  D'2  e2w'  -4-  1  ) 


EsCAllY. 


(  '-13  ) 


169i  (1895.  36*  ».  —  Démontrer  que.  clans  le  cas  de  D  <  D', 
)ii  a  I  illégalité 

m' D'  r-         m' D 

> 


et  que.  si  1  on  a 


m  D         /■  -        //i  D'  ' 
D  >  D', 

la  niètne  inégalité  a  lien  dans  un  sens  n|)|)o=.é 


1693  (1895,  >7*).  —  Sacliant  qu'on  a 

/•"-  =  r-  -t-  /•'-  -+-  2  /■/•'  ces  (  V  -+-  v'  ), 


et  en  posant 


D2e2w_L_  ,=  p 


D'2e2(,)_j.  [  —  Q^ 
^+1  =  S, 


démontrer  les  relations  suivantes  ('j 

:-  s 


/  wD 


^/^-, 


/«  Et 


F' 


_    D^2     p^   g20J_^   l)-2  ^ 


rf:^ 


U2     Q2     g2l,: 

D2   F"    ^2'.)'-^  D 


D'i  cy  c'-""' 


77  c/:"- 


ESCARY. 


1703  (1895,  39*  j.  —  Considérons  un  système  focal  donné 
comme  l'ensemble  de  deux  systèmes  réciproques,  et  faisons 
tourner  l'un  de  ces  systèmes  d'une  demi-révolution  autour 
d'une  droite,  assujettie  à  la  seule  condition  de  rencontrer  à 
angle  droit  l'axe  du  système  focal. 

Démontrer  que,  dans  cette  nouvelle  [tosition.  les  deux  svs- 
tèmes  sont  polaires  récipioques  par  rapport  à  un  paraboloïde 
équilatère. 

Si  l'on  désigne  par  c   le   paramétre  des  paraboles  des  sec- 


(')  Plusieurs  de  ces  fnrintiles  scniMcnl  eiilachées  d'erreurs,  peut- 
clre  typographiques.  En  outre,  on  n'ii  pas  défini  P',  Q',  S'.  En  tous 
cas,  on  a  reproduit  exactenieiu  ici  le  texte  de  renoncé  imprimé 
en  iSgS. 


(  ^44  ) 

tioiis  principales  tle  ce  paraboloïde,  par  /•  la  dislance  d'un 
point  quelconque  du  système  local  à  Taxe  et  par  0  l'angle  que 
fait  le  plan  focal  de  ce  point  avec  l'axe,  on   a 


/■  taii"0  =  c. 


G.  Takrv. 


1710(1896,  56).  —  Une  série  de  bougies,  de  compositions 
et  de  hauteurs  dilTéientes,  sont  posées  verticalement  sur  une 
table  et  allumées  au  même  instant  Démontrer:  i"que  généra- 
lement le  centre  de  gravité  du  système  fornu-  par  les  bnugies 
décrit  une  série  d'arcs  d'hyperboles  successives;  2"  qu'a  un 
instant  quelconque  l'hyperbole  correspondante  a  une  asymp- 
tote verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  primitif  des 
parties  consumées  des  l)ougies  qui  hnilent  encore  à  l'instant 
considéré.  Wahon. 

1713(1896,  103).  —  On  appelle  nombres  de  Môbiiis,  les 
nombres  [xin)  définis  de  la  manière  suivante  ; 

M-d)  =  t. 

jj.(/i)  =  o  quand  /i  est  divisible  par  un  carré  autre  que 
l'unité. 

[i.(/î)  =  -l-  1  quand  n  n"a  que  des  facteurs  piemiers  dillé- 
renls  en  nombie  pair. 

lj.(  n)  = —  I  quand  n  n'a  que  des  facleuis  premiers  diffé- 
rents>en  nombre   impaii'. 

Dans  cet  énoncé  1  unité  n'est  pas  coni|)tée  coitune    facteur. 

Montrer  que  la  somme 

[jl2  (  i  )  -)^  ^x''  { -2  )  -h  .  .  .  -h  [1-  (  n) 

est  égale  à  — ;  «  -t-  0,  expression  où  la  valeur  absolue  de  0  est 
inférieure  à  3\/rt.  •'•  FR^i^ki-. 

1721  (1896,  132).  —  Déterminer  un  polynôme  entier  du 
degré  n,  f',i{x ),  tel  que  le  résidu  de  la  fonction 


_t\_^-- 


(m  nombre  entier  positif) 


(  M-5  ) 

relatif  au   point  x  =  o  soit  égal   à  o  quand  m  et  n  sont  diUV- 
rents,  et  à  l'unité  quaml  m  =  ii.  J.  Fuankl. 

17:{i  (  1896,  29J).  —  Soient  n  et  />  ^  n  deux  nnuibies  entiers 

positifs,   et   posons,   eu    désignant    par   E  ij\  le    plus    grand 

,  n 

noinl)re  qui  ne  surpasse  pas  — > 


^  =  P,|,.e.. 


en  sorte  que 


o|0A  <i. 
Démontrer  que  l'expression 


v/(  1  —  Hi  )  (  I  —  t)2  j  (  I  —  «3  )  .  .  .  (  I  —  H„  ) 

converge  vers  une  limite  déterminée  |>our//  =  >i,  limite  qu'on 
peut  exprimer  |jar  le  produit   infini 


n 


n 


et  dont  la  valeur  numérique  est 

0,4  J 4  »  101  352.  .  .  . 

1738  (1896,  344).  —  Huit  points  étant  donnés  sur  un  plan, 
il  existe  75  points  tels  qu'en  les  joignant  aux  litiit  points 
donnés,  on  obtienne  des  faisceaux  en  involution. 

Ed.  Devvulf. 


1747  (1896,  487).  —  On  pose,  «,  6,  ao  étant  trois  quantités 
réelles, 

,     .       (rt -t- éi-l- a)(a -t- 6i  + 4) ...(«-)- 6/-1- 9,«) 

Ctn  -^  Or,l  =^  : T ; :; : ^o- 

(  «  -H  -2)  -H  { a  -i-  3  ) .  .  .  (  a  -h  /i  H-  I  ) 

1°  Démontrer  que  l'on  a 

(i)    ai,,+i  —  Cl,,+  ya.2i,     -HG|,,+  ia.,/,_i— ...-f-(— i)2/^+iaû=so, 
{2)     bip      -G»/,      b2,,-i-hClj,      bip^^—...^{-iy-f'-ibi~o. 


(  346  ) 

•i"    En    particulier,    on    fera     a  ~\-hi  —  -  (cosoj  +  /  sinw), 

puis  c  =  o.  De  l'itlentilë  (i)  corresponilante,  déduire  qu'on 
peut,  d'une  infinité  de  manières,  satisfaire  à  l'identité  sui- 
vante : 

A  0  COS  (  2  /«   -h    I  )  tO  -4-  A  1  COS    (O  COS  2  /l  w 

-4-  Ao  COS-W  C0S(2«  —  IjOJ 


-+-  AortM  cos-"  +  '  w  ^  o, 

Ao,   Al,  Ao,  ...,  Ao/i+i   étant   indépendants  de   w,  et  n  au 
moins  de  ces  qualités  étant  arbitraires.  R.  Gilbert. 

v'  1731  (1896,  583).  —  Si  l'on  désigne   par  A,/,  et  B,/,  les   mi- 
neurs des  déterminants 


ti\\     «12     «i;i 

«21        «22        «2:i 
«:U        «32        «33 

chacune  des  relations 


^11        ^^12        ^13 
b.,,        b,,       b,, 

f^:i\        "^3  2        ^33 


«12^13—  «13^12        «13^11—  «11^13        «11^12—  «12^11 

«22^23 «23^22       «23^21 «21  ^2  i       «21^22 «22^21 

«32^33—  «33^32        «33  ^3  I  —   «3  1  ^33        «31  ^32  —  «32  ^3  1 


et 


Ai2lii3— A,3B,2     AijBn— AjiBij     A,,  B12— A,-.  B,, 

A22B23—  A23B22      A23B21  —  AîiB,:)      A21  B22  —  A22B21 

A32B33— A33B22     A33B3,  — AsiBsa     A31B32— A32B31 


est  la  conséquence  de  l'antre. 


D.  Arant. 


1754(1897,  52).  —  Trouver  un  polynôme  entier  en  p 


f(x,  p)  =  .\qp"'  -t-  A, /?'«-! 


/J+A, 


où  A,,,  Al,    ...,  A,„_i,  A„,  désignent  des  fonctions    de   la   va- 
riable X,   tel  que   l'intégrale    générale  de   l'équation  différen- 


(  ^A:  ) 


tielle 


dy\ 


dy 


s'obtienne  en  remplaçant  -7—  par  imk;  constante  arbitraire. 
dx 

Les  équations  ainsi  (ihtenues  ont-elles  des  intégrales  singu- 
lières? 

Nota.  —  On  examinera  plus  particulièrement  le  cas  où  le 
|)olynon)e  y  (.r,  p)  est  du  second  degré  en  p. 

On  écartera  les  solutions  du  |)rolilème  qui  conduisent  à 
une  équation  de  Clairaut.  C.  BouRt^KT. 

1761  (1897,  148).  —  Cinq  droites  quelconques  sont  données 
dans  un  plan.  On  mène  une  transversale  par  un  point  fixe  et, 
sur  cette  dioile,  on  prend  un  sixième  point  qui  forme  une 
involution  avec  les  cinq  points  déterminés  par  les  cinq  droites 
données.  Le  lieu  géométrique  de  ce  sixième  point,  quand  la 
transversale  tourne  autour  de  son  pivot,  se  compose  de  cinq 
coniques.  E.  Dewii.f. 

1762  (1897,  148).  —  Les  caractéristiques  des  plans  tangents 
à  un  cône  de  la  classe  n  forment  une  surface  d'ordre  an -4-1. 

\l    Dkwui.k. 

1763  (1897,  14S).  —  Soient  G„(:r,  7)  =  o,  C,„{x,y)  =  o 
les  équations  de  deux  courbes  d'ordres  respectifs  n  et  m.  Si 
un  point  est  commun  à  ces  deux  courbes  et  si  son  ordre  de 
multiplicité  est'n'  pour  G„  et  m'  pour  C,„,  il  appartient  aussi 
à  la  courbe  représentée  pai'  l'équation 


àGn    dCm 

Ox     dy 


dy     dx 


f , 


et  est  iiiulli|)le  tie  l'ordre  m'  -\- a'  —  2  pour  cette  courbe. 
Donner  une  interprétation  algébrique  de  ce  théorème. 

E.  Dewulf. 


1776  (1897,  38;).  —  ^o'x&nl  f  {x,  y)  =  ax- ^  ibxy  +  cy'- 

une  forme  positive  et   o(h)=    7    -. -i    la   somme   étant 

'  •  ^     ^       Xd  y  {X,  y) 


(  248  ) 

étendue  à  lous  les  systèmes  de  valeurs  entières  des  indéler- 
ininées  x  et  y,  tels  que 

fi^.y)     soit     <  /(. 

On  excepte,  bien  entendu,  le  système  particulier  a"  =  ^  =:  o. 
ce  que  nous  indiquons  en  affectant  le  signe  S  d'un  accent. 
Démontier  que  la  différence 


.(//)-  '         loi;  A 

\/  ac  —  b- 


tend   vers  une  limite  déterminée  quand  /(  augmente  indéfini- 
ment. J.   Franel. 


1777  (1897;  3^7).  — Soient,  plus  généralement, 


/(a^i,  a"2,  . .  .,  x^)  =  S  a,.,,x,.x^  i 


/•  =  I,    -2,     ...,/? 
5=1,2,...,/? 


une  forme  positive  des  p    variables  j"|,   ...,  .z-^,,    D=|(rt,.4)| 
son  déterminant  et 


?(/o=y 


1/(3-1,  3-2,  ..  .,  :r,,)|2 

la  somme  étant  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 
des  variables  (à  l'exception  du  système  .^i  =  .ro  ==:...  =  .Vp  =  o) 
satisfaisant  à  l'inégalité 

/{X,,    X.y,     .  .  .,    X/,)<  h. 

Démontier  que  la  différence 


/ïïrff 


tend  vers   une   limite   déterminée  quand    h    augmente   indéfi- 
niment. J.  Fraael. 
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CO\i:OlJ(IS  IKAHMISSIOX  A  L'ÉCOLE   I'OLYTECII\IOIJE 
E\  1917. 


MATHÉMATIQUES. 

Première  composition  :  Géométrie  analytique. 

Etant  donné  le  trièdre  trirectangle  Oxyz  auquel 
la  droite  l)  est  lapportée  par  les  équations  x — a=o, 
.;  — j' =  u,  on  abaisse  de  chaque  point  M  de  cette 
droite,  sur  O;,  la  perpendiculaire  MI  dont  le  pied 
est  I;  puis  on  considère  le  cercle  C,  de  centre  I  et 
de  rayon  IM,  dont  le  plan  passe  par  Oz. 

I.  Trouver  l'équation  de  la.  surface  S  engendrée 
par  le  cercle  C. 

II.  Etudier  comment  varie  la  section  de  cette 
surface  par  un  plan  parallèle  à  Oxy  lorsque  ce 
plan  se  déplace  en  conservant  la  même  orientation. 

III.  Déterminer,  sur  la  surface  S,  les  systèmes  de 
cercles  autres  que  celui  cjui  a  servi  à  sa  définition 
et  J aire  voir  comment  on  peut,  pour  chacun  de  ces 
systèmes,  donner  une  construction  géométrique  des 
cercles  qui  le  composent.  (4  heures.) 

MATHÉMATIQUES 
Deuxième  composition  :  Mécanique. 

Dans  un  plan  vertical ,  deux  disques  circulaires 
de  centres  A  et  A',  de  même  rayon  a,  reposent  sur 


(  aSo  ) 

une   horizontale   xy.   Ils   supportent    un    troisième 
disque  circulaire  B,  de  rayon  b.  Les  disques  sont 


homogènes  ;  leurs  poids  ^    en    Icilogrammes ,  sont  p 
pour  les  deux  premiers,  q  pour  le  troisième. 

i"  Un  Jil  inextensible  de  longueur  l  relie  les 
deux  disques  inférieurs  par  leurs  centres  A  et  A' 
où  il  est  attaché.  L'équilibre  étant  établi.,  on  de- 
mande de  calculer  les  réactions  des  disques  entre 
eux  et  avec  xy,  ainsi  que  la  tension  T  du  fil.  On 
supposera  ici  les  frottements  négligeables. 

2"  Dans  la  même  hypothèse.,  on  remplace  le  fil 
inextensible  par  un  ressort  :  Iq  est  sa  longueur 
naturelle  et  cliaque  unité  de  cette  longueur  reçoit 
un  allongement  L  par  kilogramme  de  tension.  Etu- 
dier les  conditions  de  l'équilibre. 

Le  ressort,  pour  avoir  une  action  efficace.,  ne 
devant  être  ni  trop  long  ni  trop  mou,  on  supposera 
dans  la  discussion   /o<  «  H-  b  et  Von  admettra  que^ 

pour    une   tension   égale  à  —,  l'allongement  a  une 


valeur  l  —  /{,<<  \/(«  +  b)- —  l^. 

3°  Le  coefficient  de  frottement  f ,  supposé  le  même 
aux  quatre  contacts,  cessant  d'être  négligé,  exa- 


(  -^-^I  ) 

inilu'i'  les  comlitiotts  de  léijuihlne  sons   le  [jet  du 

seul  fiottcirtcut ,   le  fil  AA'e/    le   fessorl   éhail   sitp- 

pri/iiés. 

■\ 
L'ani;lc    ABA'=2^   étant   donné,  quelle   est    la 

limite    inférieure  des  valeurs    (juc  peut  prendre  J 

puur  que  l  '/'(/uilibre  existe  ? 


(4  lie  lires.) 


CALCUL. 

Ikms  hi  formule 


e  =2,718 


A  /  — 5  l   ^  '-  )  /  ■  ■^'  y 

/(>^-  'J)=  -JT^ —  A  =  1,09  X  ion 

e>^—i       '  B  =  i,4G  X  lo'*  ) 

les   variables   \   et    h  prennent   respectif  ement    les 
valeurs  suivantes  : 


o,      I,     a,     3,     4,     5 
o,      1000,      iooo,      3ooo 


Calculer  les  valeurs  de  f  Q,,  H)  pour  les  G  x  4  =  24 
combinaisons  des  valeurs  des  variables^  à  l  approxi- 
mation de  la  règle  à  calcul. 

N.-B.  —  La  formule  est  celle  de  l'éiDission  calorifique  des 
radiations  de  longueur  d'onde  À  dans  le  spectre  d'un  corpf! 
noir  portr  à  la  tempe- rature  6. 

(1   heure.) 

ÉPURE. 

Un  solide  opaque.,  en  forme  d'obus,  est  engendré 
par  la  résolution .,  autour  de  Ici  verticale  «,  de  la 
surface  a' b' c' cl' e' a'  située  dans  le  plan  de  front  de 
cette  verticale;  c' d'  est  un  arc  de  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  f  symétrique  du  point  c' par  rapport 
à  Vaxe. 

L  n  paraboloïde  hyperbolique  est  défini  par  un 


(  25.  ) 

plan  directeur  qui  est  de  profil  et  par  deux  géné- 
ratrices horizontales  (ah,  a' b'),  (ec^  e'c')  inclinées 
à  45°  sur  ce  plan  de  profil. 


La  surface  du  paraboloïde  partage  l'obus  en 
deux  parties. 

On  représentera  celle  qui  contient  l'arc  c' d' . 

On  se  conformera.,  pour  la  mise  en  place.,  aux 
données  du  croquis.  Le  point  a  sera  pris  sur  Vaxe 
de  la  feuille^  à  80'"'"  au-dessus  du  bord  inférieur 
de  celle-ci. 

(4  heures.) 
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COXCOIJKS  I)  ADMISSION  A  L'ECOLE  POLVIECHMQUE 
E^    1917. 


Solution  de  la  composition  de  Géométrie 
analytique  (  '). 

Par  :m.  i'hilbh:rt  du  PLKSSIS. 


I.    Les  coordonnées  du  point  M  sont 

[j.  étant  variais  le. 

1^'équation  de  la  sphère  de  centre  1  et  de  rayon  IM 
est 

ou 

X-  -+-  )'2  -1-^2 2  [J.  3   =  a^. 

L'équation  du  plan  mené  par  Oc  et  iM  est 

^  =  ^. 
jr        a 

Eliminant  jj.  entre  les  deux  dernières  équations,  on  a 
l'équation  de  la  surface  S 

(i)  ( x^ -\- _x^ -h  Z' — a^)T  —  2ayz  =  o. 

Cette  équation  définit  une  surface  du  troisième 
ordre  rencontrée  par  le  plan  de  l'oc  sui\ant  l'ombilicale 
et  la  droite  à  Vcc  du  plan  O)':^. 

(')    loir  l'i  iiimcé  ci-dcssu;-,  p.  249. 
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IL.  Si  nous  coupons  la  surface  par  le  plan  z  =  A, 
n-ous  obtenons,  pour  la  projeclion  de  la  section  sur  le 
plan  Ox]',  l'équation 

(2)  x{x--hy-)  +  (  h- —  a-  )T  —  lahy  =  o, 

fpii  définit  une  cubique  circulaire  Y  admettant  l'ori- 
^ine  O  à  la  fois  pour  point  cl  pour  centre,  et  l'axe  Oy 
pour  asymptote. 

Remar(pions  d'ailleurs  que  l'équation  ne  cbange  pas 
si  l'on  remplace  simultanément  x  par  — x  et  /i  par  — /i. 
Il  en  résulte  que  les  cubiques  Y  correspondant  à  deux 
plans  de  section  symétriques  par  rapport  au  pian  Oxy 
sont  elles-mêmes  symétriques  par  rapport  à  Oy,  ce 
qui  permet  de  limiter  la  discussion  aux  valeurs  |)osi- 
tives  de  h. 

L'allure  générale  de  la  courbe  l'ésulte  sans  ambi- 
guïté de  la  connaissance  des  trois  éléments  suivants  : 

/,2 fji 

\'^  Tangente  TT'  à  l'origine  )'  =  —  ,  .r,  dont  le 
coeffi<'ient  angulaire  est 


jta/i 


(   négatif  \  (/*<«) 

<   nul  >  suivant   que         <   h  =  a    ■  . 

(   positif    ;  (   /«  >  a  ) 

2"  Points  de  rencontre  K,  K',  avec  Ox,  donnés 
par  x  =  ±ya'^ — h'^j  donc  i^éels  si  h<C,a,  et  con- 
fondus avec  O  si  /«  =r  a. 

3°  Points  de  contîict  H,  H',  avec  les  droites  x  =^  a 
et  x= — a,  donnés  respectivement  par  y=  h  et 
y  =  —h. 

D'où  les  trois  formes  représentées. 
Pour  h  =  o,  la  cubique  se  décompose  en  le   cercle 
de  centre  O  et  de  rayon  OA,  et  l'axe  O  )'. 

La  détermination  àes  points  H  et  H'  est  immédiate, 
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puisque  AH  =  A'H'=::  li.  R.cuiiir(jU(»ii>  cju'ôu  eu  déduit 
1res  facileinent  les  points  K  et  K'  et  la  tangente  ïï'. 
En    elFer,    l'expression    de    labscisse    des    points     K. 


A- 

9 

°         J 

H 
A       r 

H- 

rc 

T 

Acf 


^ 

) 

H 

T 

A' 

^^^^ 

r- 

/ 

0 

A       3 

H' 

/ 

et  K'  (2"^  montre  que  ces  point?  sont  sur  le  cercle  de 
centre  O  qui  passe  par  les  points  communs  au  cercle 
de  diamètre  OA  et  au  cercle  de  centre  A  et  de 
rayon  AH.  D'autre  part,  d'après   l'équation  de  la  tan- 

,  ....  .ry,  h-   a 

oente  a   loriiiine,  on  a  Al  = 


immédiatement  que 


OT  =  TH  = 


■ih 


•   On   en  déduit 
—  et,  par  suite, 


que  le  point  T  est  sur  la   perjiendiculaire  élevée  au 
segment  de  droite  OH  en  son  milieu. 

Remarquons  aussi  que  l'enveloppe  des  sections  con- 
sidérées, en  projection  sur  Oxt,  se  composant  des 
droites  j:  =  a  et  a:  =  —  «,  ces  deux  droites  con-«titueiit 
le  contour  apparent  de  la  surface  sur  Oxy.  Toute  la 
partie  réelle  de  la  surface  se  trouve  donc  comprise 
entre  les  plans  x  ^=  a  et  x^  —  c/,  qui  la  touchent 
suivant  des  droites  respectivement  contenues  dans  les 
plans   )' —  :;  =  o  et   c  -j-j'z=  o,  droites  qui  smit  svnié- 
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triques  par  rapport  à  O;:.  11  suit  de  là  que  toute  droite 
réelle  située  sur  la  surface  est  nécessairement  contenue 
dans  un  plan  p:irallèle  à  Ozy. 

III.  D'après  la  remarque  qui  termine  le  n"  I,  tout 
plan  mené  par  une  droite  réelle  de  S  (mais  non  par  la 
droite  à  l'oo  de  O  v'3)  coupe  cette  surface  suivant  une 
conique  qui  passe  par  les  ombilics  de  ce  plan,  c'est- 
à-dire  suivant  un  cercle.  E^uiscjue,  d'après  la  remarque 
qui  termine  le  n"  II,  une  telle  droite  se  trouve  néces- 
sairement dans  un  plan  parallèle  au  plan  O)';,  for- 
mons la  section  de  S  par  le  plan  x  =  k;  celte  section 
se  projette  sur  Oyz  suivant  l'hvperbole 

qui  ne  dégénère  en  un  système  de  droites  que 
pour  A"  =  o,  ce  qui  donne  les  axes  O  )'  et  O:^,  et 
pour  /.=  ±:  rt,  ce  qui  donne  la  droite  D  de  la  défini- 
nition  et  sa  symétrique  D'  par  rapport  à  Oc. 

Les  plans  sécants  menés  par  O;  donnent  un  pre- 
mier svstème  de  cercles  qui  sont  ceux  de  la  défi- 
nition. 

Les  plans  par  O}'  en  donnent  un  second  qui  se  défi- 
nissent comme  les  premiers  avec  simple  remplacement 
de  l'axe  Oy  par  l'axe  O:;,  ce  qui  était  bien  évident 
a  priori  puisque,  dans  l'équation  (1),  on  peut  per- 
muter les  variables  y  et  z. 

Considérons  maintenant  les  plans  passant  par  D 

(6)  r—z  =  l(x  —  a). 

Puisqu'ils  coupent  1  suivant  des  cercles,  on  doit 
pouvoir,  par  combinaison  de  (i)  et  (G),  obtenir  une 
spbère.  Or  (i)  peut  s'écrire 

(x  —  a  )  (  x2  H-  j-2  _|_  ^2  -(-  a^  )  -1-  a  (  7  —  z  f  =:  o. 


(  ^^7  ) 
Kn  V  rcMiipIaçauL  )'  —  z  par  sa  valeur  (()),  on  a 

(  7 )  X-  -^  y-  -h  z-  -+-  [i  -h  1'^  )  a.r  —  X-  a"-  =  o. 

Les  cercles  donnés,  pour  chaque  valeur  de  ).,  par 
rinlerseetion  des  sphères  (r)  par  les  plans  (6),  appar- 
tiennent donc  à  S. 

De  même  pour  ceux  situés  dans  les  plans  passant 
par  1)',  obtenus  par  le  même  calcul  que  ci-dessus  avec 
simple  remplacement  de  y —  c  et  de  x  ■ —  a  respecti- 
vement par  )■  -y  z  el  X  -{-  a. 

V  ojons  maintenant  comment  peut  être  défini  i;éo- 
métriquement  chaque  cercle  donné  pai-  l'intersection 
de  (6)  et  (7),  que  nous  appellerons  ce/'c/e  (X),  commun 
au  plan  (X)  et  à  la  sphère  (X)  d'équations  respectives 
(6)  et  (7). 

Remarquons  d'abord  que  sur  chaque  splière  ().)  il  y 
a  deux  cercles  (X)  donnés  par  les  deux  plans  (),)  cor- 
respondant k  la  même  valeur  de  \  prise  |)ositivement 
ou  négativement. 

Il  suffit  de  faire  x  =^ y  =  o  dans  (6)  et  (7)  pourvoir 
d'abord  que  les  plans  des  deux  cercles  passent  par  les 
points  où  la  sphère  est  coupée  par  O;.  Donc,  une 
sphère  (X)  étant  obtenue,  il  suffit  de  prendre  les 
deux  plans  tne/ies  par  ses  points  d'intersection 
avec  Oz  et  la  droite  D,  pour  obtenir  sur  cette  sphère 
les  deux  cercles  (X)  qui  lui  appartiennent. 

Reste  à  définir  géométriquement  une  sphère  (X).  11 
suffit  de  jeter  les  jeux  sur  (7)  pour  voir  (pie  : 

1"  Cette  sphère  a  son  centre  sur  Ox\ 
2"   Elle  coupe  le  plan  .r  =  «  suivant  un  cercle  ima- 
ginaire//':re  dcuit  la  projection  sur  O  yz   est 

y"^  -^  z''--^-  'i  a-  =  o. 
Autrement    dit,  toutes    les    sphères    (X)    ont    un  plan 

Ann.  de  Malheinat..  \'  si-iie,   l.  WII.  (  .Iinllcl   \\\\-.)  20 
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radical  commun.  Le  cercle  suivant  lequel  elles  le 
coupent  est  imaginaire;  mais  il  existera  une  sphère  0 
concentrique  à  ce  cercle,  c'est-à-dire  de  centre  x  ^=  a^ 
y  =  0,^  =  0  (point  de  rencontre  A  de  la  droite  D  et 
de  Ox)  qui  sera  orthogonale  à  toutes  les  sphères  (X). 
Pour  ohtenir  cette  sphère  orthogonale  commune,  il 
suffit  de  construire  Tune  quelconque  des  sphères  (a), 
par  exemple,  celle  qui  correspond  à  \  =  0, 

x^  -h  y-  -\-  z'-  -H  ax  =  o, 

qui  est  celle  qui  a  jiour  diamètre  OA',  A'  étant  le 
symétrique  de  A  par  rapport  à  O.  Il  suffit,  de  A  comme 
centre,  de  décrire  une  sphère  orthogonale  à  celle-ci  : 
c'est  la  sphère  il.  Pour  avoir  une  sphère  ().)  quel- 
conque., il  n'y  a  plus  quà  décrire.,  d'un  point  quel- 
conque de  Ox  comme  centre,  une  sphère  orthogo- 
nale à  la  sphère  fixe  Q. 

Pour  le  quatrième  système  de  cercles,  donné  par  D', 
même  construction  que  la  précédente  en  intervertis- 
sant simplement  les  rôles  des  points  A  et  A'. 


[L'5b] 

PROPUIÉIES  KKLATIVES  AIX  \OKMALES 
ABAISSÉES  D'l\  l»OI\ T  D  L\E  ELLIPSE  SUH  CETTE  ELLIPSE  ; 

Par  E.-N.  BAR[SIEN. 


Pour  l'homogénéité  de  celte  Note,  nous  allons  donner 
plusieurs  propriétés  dont  quelques-unes  sont  connues, 
et  que  nous  relaterons  aussi.  Nous  donnerons  les  lésul- 
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lais  sans  aucune  démonstration;  ces  propriétés  se 
démontrent  assez  aisément,  en  général. 

Notations  et  koi'Ations.  —  Soit  lellipse 
//-.?-2-i-  n-  V' —  a-  b-  =  o. 

Du  poif)l  M  de  cette  courbe  on  abaisse  les  normales 
MP,  iMO,  MR  et  l'on  prend  M'  symétrique  de  M  par 
iap[)ort  au  centre  O  de  lellipse. 

Soient    a    l'angle    d'anomalie    excentrique    en    iM, 
et  '-5  l'angle  d'anomalie  excentrique  en  P. 

L'angle  a  est  déterminé  en  fonction  de  ï)  par  les  foi- 
mules 

ff'sinî'j  —  è*)cos'^  .  (c+ co&-'J  —  (7*  )  sin  Q 

CO S  OC   —    '  '  ^1  Tl  "Y    —    — -! î- 

a*  sin-Q  -+-  b'  cos-tp  o*  sin^ijj  4-  b'>  cos"-  o 

sinofcosa  —  cos-i)         b- 
cos'ifsina  —  sin-ii         «^ 

On  trouve  les  équations  suivantes  : 
Normale  MP  : 

a  J'  siii  :p  —  by  cos'j  —  r-  siii  ce  cos'i  =  o. 

Droite  QR  : 

b^x  cosc?  —  a^  y  sino  h =  o. 

/)/o/^e  PM'  : 
6-i;r  cos  a  -f-  «^^  sin  cp  —  ab{a-  sin-'^  h-  è^  cos-cp)  =  o. 

Cercle  PQRM',  oa  cercle  de  Joachinisthal  relatif 
au  point  M  : 

b-x  a-y    .  „       , 

X'  -+-  Y cosa  —  —r-  sin  a  —  i  a-  -i-  o-  )  =  o. 

a  b 

Coordonnées  du  centre  (^  du  cercle  circonscrit  au 
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triangle  PQR  : 

b-  a2    . 

a-c  =  — cosot,         Ke  =  — rsiiia. 
■2  a  -^  20 

Coordonnées  du  centre  de  gravité  G  <r/«  triangle 
PQR  : 

•r,.  =  j^^^ COS.,  JY.  = :^, .s.n  a. 

Coordonnées  de  l' on kocentre  M  <:/;/  triangle  PQR  : 

x\{  =  ; cosa,  Y\\  =  —  ; sin  a. 

ac'^  -  oc- 

Coordonnées  du  centre  m  du  cercle  des  neuj  points 
du  triangle  P()R  : 

(  -i a'* -\-  b'* -^  a-  ly-  ) 


J<o 


4  ac- 

(ci''  ~\-  ily>  -+-  a''b'-  ) 


\bc^ 

Droite  d'Euler  (CGHw)  du  triangle  PQR  : 

a{'ia'*  -\-  ib'"  —  a-  b'-)x  si  11  « 
+  b{-ia'*  -^  36*  —  a-b')y  eu  sa 
—  (a^  -i-  6-)  (a* -H  6*)  si  II  a  cosa  =  0. 

Hauteur  du  triangle  POFi  issue  de  P  : 

a-'.r  sincç  -H  ly^y  coscs  =  (a'»-f-  6^  )  sin  o  costp. 

Médiatrice  du  triangle  PQR  relative  an  côté  QR 

a^èisincp  cos'f 

«•'a?  sni '^ -t- on- coscc -I-  — ^ — ■. — !y- ! —  =0. 

'  '        a*  sin-'5 -1- o»  cos'^if 

Hyperbole  d' Apollonius  MPQK  : 

&-xy  —  a'^y  ces  a  -i-  />  'a^  bin  a  =  o. 
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l^iiraholcs  passant  par  M,  I'.  (^),  Il  : 

c'^ibr  ±  (i  y)--^  rtah*  X  sin  a  —  ia''  h  y  cosa  dz  a-b-c-  =  o. 

Hyperbole  éqiiilati'1-e  passant paî'W ^  P,  Q,  R  : 

c-Ca~-  —  V-  ) (a-  -t-  ^■-  13"  cosa 

•^  a  ' 

—  -^  («2-+-  b'^Jy  sin  a  —  (a*-i-  è*)  =  o. 

Paraboles  passant  par  M',  P,  O,  R  : 

c^j"-—  ao-^cosa ^ysina  —  a*=  o, 

o  ■ 

,    ,       ^'  ,,        ■  ,. 

Propriétés.    —  I.    L'enveloppe  du  cercle  PQR  est 
la  quartitjue 

rt-  b-{x-  -h  y- —  a* —  b-f  =  ô^^r*-!-  a^j'^. 
Son  équation  en  coordonnées  polaires  est 

/•  =  -i-r  [i/aSsinïô  H-  6«cosîO 

irtO 

r.etfe  quartique  se  compose  de  deux  ovales.  Le  plus 
pelil  a  les  mêmes  longueurs  d'axes  que  l'ellipse,  ia 
et  2b.  Le  plus  grand  a  pour  longueurs  d'axes 

i(  a"^ ->t- b"- )  2(«-+62) 

et 

a  b 

La  somme  des  aires  de  ces  deux  o\ales  est 


S  =  — '^-r-  (a-  -H  6- )(a*-H  3«-6î-i-  è*) 
■xa-  b- 

2  2  a*  o^ 


(    202    ) 

II.  La  puissance  du  centre  O  de  l'ellipse  par 
rapport  au  cercle  PQR  est  constante  et  égale 
à  —  («--)-  6-). 

III.  Le  cercle  PQR  est  bitangent  à  sa  courbe 
enveloppe. 

Pour  le  cercle 

Jyi  X  Cl-  y 

j-2_|_y2 cosa ~  sina  —  (a^-+-  b'-)  =  o, 

les  deux  poiiils  de  contacl  sont  situés  sur  la  droite 
b^x  sin  a  —  a'^y  cosa  =  o. 

ï\ .  SiHest  le  rayon  du  cercle  PQPv,  et  O'  le  centre 
de  ce  cercle,  on  a 

Si  /•  =  y/<;/-  +  b-  est  le  rayon  du  cercle  de  Monge  ou 
lieu  du  sommet  des  angles  droits  ciiconscrits  à  l'ellipse, 
cette  relation  devient 

R2  =  ,2  ^  ôô'^ ,        R2  —  /-î  ^  00'^ . 

Il  en  résulte  que  :  le  cercle  P(^R  coupe  le  cercle  de 
Monge  de  l'ellipse  donnée  suivant  un  diamètre  de 
ce  dernier  cercle. 

V.  Les  trois  côtés  du  triangle  PQH  enveloppent 

l'ellipse 

x'^        y-         I 

llH  ^6    ~    (.4 

VI.  Le  lieu  du  centre  G  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  P(^R  est  l'ellipse 

a^x^  -+-  6''  V?  = 

4 


(  ^«^  ) 

\  II.  Le  lien  dit  centre  de  gravité  G  du  trian- 
gle P(^)I1  est  r ellipse 

X-         y-        ( a-  -\-  h-  )- 
a'-         b-  \)c'' 

YllI.  Le  lieu  de  Vortliocentre  H  du  triangle  PQK 
est  l'ellipse 

a-.r-  -j-  f)-  y-  =  -. • 

c 

IX.  Le  lieu  du  centre  m  du  cercle  d' tLuler  du 
triangle  PQPv  est  l'ellipse 

a-  x-  b'Y'  ' 

{i a*  ^- b'* -^  a- b- )-         {  a'-' -h  ib'* -^  a- b'^  )-         i6c'* 

X.  La  corde  de  contact  (IH  )  du  cercle  PQR  avec 
son  enveloppe  est  perpendiculaire  à  la  tangente 
en  G  (i  V ellipse  (VI). 

XI.  Le  milieu  de  chacune  des  droites  INIG,  MG, 
MH,  Moj  décrit  une  ellipse. 

XII.  Chacune  des  droites  MG,  MG,  MH,  Mw  est 

normale  à  une  ellipse  fixe . 

XIII.  Lrt  droite  cV Euler  du  triangle  P(^)R  est  nor- 
male à  r  ellipse 

«-  (  3  rt*  -H  '2  //'  —  a'^  b-  y~         b-  (  1  a'^  -f-  3  b'*  —  a-  b-  )- 
~  c^[i)(rti-l-  6*)2—  a-b-^{a'-\-  b- )■-]-' 

XIV  .  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la  droite 
d' Euler  du  triangle  P(^)R  avec  la  normale  à  r  ellipse 
donnée  en  M  est  une  ellipse. 

XV.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  MP 
et  QR  est  la  sexticjue  unicursale  dont  les  coordonnées 


(  264  ) 
paramétriques  sont 

_   «^(r^sin^ep  +  ^■'')  costf  ^^(c*  cos^«p  +  a*)  sin  cp 

c-(a*  sin^cp  —  6*  cos'^cp)'       "^        c"^(a*  sin'^cp  —  ô'^cos^co) 

XVI.  ^e  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  PM' 
et  OR  est  la  quar tique  unicursale  dont  les  coordon- 
nées paran\étriques  sont 

a^c^ia"^  sin^cp  -4-  6-  cos^o  )  —  a-b^\ 

^  ^^  7^^ — 0 '' ' 

■î.b'-c-  cos<p 

^  _  6[c2(a2  sin29  +  ^>-^cos2çp)  +  «2^*2] 
•ia^c'' sinep 

XVII.  La  droite  PM'  enveloppe  une  sextique  uni- 
cursale dont  les  coordonnées  /laramétriques  sont 

a 
X  =  j-  [-20^  —  a--h  c-  cos^cp]  coscp, 

r  =^  — T  I  ■ia''- —  l>^  —  c- sin^cil  sino. 


et  qui  a  pour  aire 


U 


TC(ioa2^2—  a'*—b'') 
8«Z 


Si  «  =  6  V  5  +  2  y  (>,  on  a  U  =  o  ;  dans  ce  cas,  la  courbe 
ayant  deux  points  doubles  et  trois  boucles,  l'aire  de  la 
boucle  centrale  est  équivalente  à  la  somme  des  aires  des 
deux  autres  boucles.  Les  droites  QM'  et  RM'  enve- 
loppent la  même  sextique. 

XVI II.  f.c  lieu  des  projections  de  O  sur  les 
droites  PM',  QM',  RM'  est  la  sextique  unicursale 
qui  a  pour  équation 


(    265    ) 

L'aire  de  cette  combe  est 


U  = 


•>.(a»+A^)^ 


XÏX.   Le  lieu  des  milieux  des  cordes  PM',  QM', 
IIM'  est  la  sexlique  ui)icuis<tle 

dont  Vaire  est 

■Kabia'^ -^  b'* ^  Ç^a'^b") 


U  = 


2(a2  -I-  b"^)- 


XX.  Le  lieu  des  pôles  des  cordes  PM',  QM',  RM' 
par  rapport  à  Vellipse  donnée  est  la  podaire  cen- 
trale de  cette  ellipse 

{x^-->r-y'^)''-=  a^-x'^-^  b^-y"^- 

XXI.  Le  lieu  du  milieu  des  côtés  du  triangle  PQR 
est  la  quartique  unicursale 

c'*  (  62  X-  -+-  a^y-  )2  =  a '*  //•  (  ci"-  x"-  -f-  b'-y''-  ), 

dont  l'aire  est 

Tzab{a''  +  f>''  ) 
'i.c'* 

XX[I.  Les  hauteuis  du  triangle  PQR  sont  nor- 
males à  l'ellipse 

X-        r^        (  a''  -+-  b''  )- 

06    "^    "p    —    (  r/6  —  66  )2  ' 

XXIII.  Les  médiatrices  du  triangle  POR  enve- 
loppent  une  courbe  unicursale  du  dixième  degré^ 
qui  a  pour  aire 

-..        Tîf  c*(  r/>-t- 6^-1- 4a2^-2)  —  3rt'64] 


(  266  ) 

XXI\ .  Le  lieu  de  la  projection  de  O  sur  les  kau- 
leurs  du   triangle  PQR  est   la  sextique  unicursnle 

qui  a  pour  aire 


U  = 


2(«5-f-  b"^)' 


XXV.  Le  lieu  du  milieu  des  cordes  interceptées 
par  les  hauteurs  du  triangle  POPi  dans  Vellipse 
donnée  est  la  sextique  unicursale 

(b^x'^-h-  a2j'2jî(^,io,j.-2_(_  a^oy'i)  =  («*-!-  b'*  f- a'* h'* x^- y^- . 

XXVI.  Le  lieu  du  pôle  par  rapport  à  Vellipse 
donnée  des  hauteurs  du  triangle  PQR  est  la  kreuz- 
curve 

XXVIT.  Le  lieu  de  la  projection  de  O  sur  les  mé- 
diatrices du  triangle  PQPi  est  la  courbe  unicursale 
du  huitième  degré 

( a:--  -+-  y- )' (  6^ rr' -f-  a'^y"- )-  =  3c^y- {b^x--k-  a^y- ), 
dont  Vaire  est 


U  = 


2(«  H-  è)^  ^(a  +  6)2 


XXVIII.  Le  lieu  du  milieu  des  cordes  interceptées 
dans  r ellipse  donnée  par  les  médiatrices  du  triangle 
PQR  est  la  courbe  du  huitième  degré 

(  b'-x--^  a^y-  )-(b^x-  -+-  a^y^ )-  =  a^b^x-y-(  b^'^ x-  -+-  «'"_/-). 

XXIX.  Le  lieu  du  pôle  par  rapport  à  Vellipse 
des  cordes  formées  par  les  médiatrices  du  triangle 


PQR  est  la  sexliqne 

XW.  Le  lieu  des  i>ie>ls  des  itdiileiirs  du  triangle 
PQR  est  une  sextique  unieursale. 

XXXI.  Le  lieu  du  milieu  des  hauteurs  du  triangle 
PQPi  est  une  sextique  unieursale. 

XXXII.  L'hyperbole  d'Apollonius  MPQR  enve- 
loppe la  kreuzcune 

c'*  x^y-  =  b^ X'  -+-  a^y-- 

Celte  kreuzcurve  esl  aussi  le  lieu  des  pôles  des 
cordes  normales  à  r ellipse  donnée. 

Xz\XMl.  Le  lieu  du  centre  de  f  hyperbole  d'Apol- 
lonius MPQR  est  r  ellipse 

X-        y-         I 

a"         l>'^         c* 

qui  est  aussi  V enveloppe  {\  )  des  côtés  du   triangle 
PQK. 

XXX1\  .  Le  lieu  des  sommets  de  l' hyperbole 
dWpollonius  MPQR  se  eonipose  de  deux  quar- 
tiques 

/fi    ,  fi    i       a^l}^{x  ^y)"^ 

b^T*-h  a^y'>  =  - 


b'  x''  -+-  a^y'* 


a^b^{x  —  yf 


XXXV.   Les  paraboles  passant  par  M,    P,   Q,   R 
enveloppent  les  deux  quartiques 

c'*[(bx  +  ayy—  a'^b'^Y'  =  \  a"- b"^  (  b'' x"^  +  «V"). 
c'*\{bx  —  ay  f-  -+-  a'è'^J-  =  ^a'^  b''-{b^  x^  +  a'^y-)- 


(  ^'>^  ) 

XXXVI.  Les  axes  des  paraboles  MPQR  sont 
parallèles  aux  diagonales  du  rectangle  des  axes 
de  l'ellipse  donnée. 

XXXVII.  Le  lieu  du  sommet  des  paraboles  MPQR 
se  compose  de  deux  quartitjues. 

XXXVIlf.  U hyperbole  équilatère  M' ['OR  enve- 
loppe la  quar tique 

a'62[c2(a72— y2)_  (a'*^b^)f=  (  a^.  ^  b'- r- (  b^r^ -i-  aH-^). 

XXXIX.  Le  lieu  du  centre  de  V hyperbole  M'PQR 
est  Vellipse 

a"  x2  -4-  6"  y^  =  ^^ ; • 

XL.  Le  lieu  des  sommets  de  l  hyperbole  M'PQR 
se  compose  de  deux  quartiques. 

XLI.  Les  paraboles  passant  par  M',  P,  (^,  R 
enveloppent  deux  quartiques 

b^ic'^x^—  a'*  f—  a^{b^'x^-\-  a^y'^), 
a* ( c-y- -+■  b'' )-=  b- (  b'^x- -+-  a'^y-). 

XLII.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  M'PQR 
se  compose  des  deux  quartiques 

b^(c^-x^-{-  a'*y-=  a^' y-^ {a'^ b'<  —  4c^r2), 

XLIII.  Les  centres  des  quatre  cercles  de  Joa- 
chimsthal  circonscrits  aux  triangles  PQR,  MPQ, 
MQR,  MPR,  et  le  milieu  de  OM  sont  situés  sur 
C hyperbole  équilatère 

ab  sina  cosa 

xy= ^ 

Celle  dernière   |)roj)riélé   existe   si   M   est  un    point 


(  26(,  ) 
(HieliM)ii<|iie  (a,  ^j)  du  |)laii(le  relli|i^e  donnée.  L'Iiyper- 


hole  est  alors 

^y  ^  -T 

4 


[C2k] 

SliU   QIIKMilll':S  UAri'OKTS  ItKMAItOlAItLES 
m\\\t  VOLIIVIKS; 

Par    m.    a.    BUHL. 


1.  Je  note  ici  quelques  ex^ercices  Lrès  simples  cons- 
truits pour  les  candidats  à  la  Licence.  La  conservai  ion 
des  volumes  et  des  aires,  soit  exacte,  soil  à  un  facteur 
constant  près,  est  un  problème  complètement  tr.tité  au 
point  de  vue  généiwl.  Ceci  ii'entraine  point  cependant 
qu'on  se  désintéresse,  par  exem[)le,  du  théorème  con- 
cernant la  projection  plane  des  aires  planes.  On  trou- 
vera, dans  ce  qui  suit,  des  théorèmes  d'une  simplicité 
analogue  et  même  plus  simples  à  un  certain  poiul  de 
vue.  Les  aires  c|ui  se  conservent,  à  un  facteur  constant 
près,  par  projection  sur  un  plan,  sont  des  aires  prises 
sur  les  surfaces  dont  le  plan  tangent  fait  un  angle  cons- 
tant avec  un  plan  fixe,  soit  le  plan  0.r>'.  Elles  ont  alors 
pour  équation  aux  dérivées  partielles 

/j2+  ^2  _-  consl. 

et  sont  des  hélicoides  développahles.  Nous  allons  passer 
en  revue  quelques  résultats  du  même  genre,  dépendant 
aussi  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  qui  auront,  sur  la  précédente,  l'avantage  d'être 
linéaires. 


(  =^-0  ) 
Dans  le  même  ordre  «l'idées  j  ai  donné,  dans  une 
seconde  ?Sote  :  Sur  les  volumes  dus  à  la  rotation  d'un 
contour  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques ^ 
191 6),  un  théorème  concernant  les  volumes  tournants 
engendrés  par  des  contours  tracés  sur  les  quadriques  ; 
un  tel  contour  et  sa  projection  sur  un  plan  principal 
donnent,  en  tournant  autour  d'un  axe  principal  situé 
dans  le  plan  principal  considéré,  des  volumes  de  révo- 
lution en  rapport  constant.  Je  n'y  reviens  que  pour 
signaler  que  ce  tliéorème  doit  être  naturellement 
rapproché  des  suivants,  bien  qu'on  puisse  le  rattacher 
à  d'autres  considér.itions  plus  élevées  figurant  dans  des 
travaux  beaucoup  plus  étendus  auxquels  on  pcjurra  se 
reporter  par  l'intermédiaire  du  Bulletin. 

2.  Soit  un  cône  Y  ciuelconque.,  de  sommet  S,  por- 
tant sur  l'une  de  ses  nappes  un  contour  y  détermi- 
nant une  cloison  A.  Soit  W  un  plan  quelconque,  sur 
lequel  S  se  projette  en  O  et  A  en  P.  Le  cône  de  som- 
met O,  ayant  la  base  conique  A,  et  le  cône  de  som- 
met S,  ayant  la  hase  plane  P.  ont  des  volumes 
égaux. 

Rappelons  tout  d'abord  que  si  Ton  considère  une 
cloison  x\,  appartenant  à  une  surface  quelconque 

z  ^fix.y), 

le  cône,  ayant  A  pour  base  gauche  et  dont  le  sommet 
est  à  l'origine  O,  a  pour  volume 


3    /    /  (^  —P^  -  qy)  dx  dy. 


Si  OS  =  k.,  un  cône  F  peut  être  considéré  comme  défini 

par  l'équation 

z— px-qy^k 


(  27'  ) 
qui  exprime  qu'il  s'aj;it  d'une  surface  dont  le  plan  tiin- 
ij;enr  passe  par  un  point  fixe  S((),  o,  /.).  Dans  ces  con- 
ditions rintef;ra!e  double  précédente  prend  une  l'orme 
qui  démontre  immédiatement  le  théorème.  On  pourrait 
donnera  celui-ci  des  formes  diverses.  Soit,  par  exemple, 
un  cylindre  à  section  droite  fermée,  de  génératrices 
parallèles  à  OS.  Sur  des  cimes  F,  divers,  il  découpe 
des  cloisons  A/;  tous  les  volumes  coniques  OA|  sont 
égaux. 

3.  Passons  mainlen  uit  à  des  proportionnalités  entre 
volumes  de  naturas  plu>  dilférentes.  Considérons,  par 
exemple,  le  problème  suivant  : 

A  quelles  surfaces  doit  appai  tenir  une  cloison  A, 
se  projetant  en  P  sur  Oxy,  pour  que  le  volume 
conique  OA  soit  proportionnel  au  volume  engendre 
par  P  tournant  autour  de  Ox? 

Cette  question  se  traduit  immédiatement  par  l'équa- 
tion 

W    /   iz—px  —  qy)dxdy  =  ilT.i    j  y  dx  dy, 

où  A  est  le  facteur  de  proportionnalité.  Celle-ci 
entraine  l'équation  aux  dérivées  partielles 

ô  —  px  —  qy  =  Ç>TXy 

cjui  exprime  que,  le  plan  tangent  en  un  point  quel- 
concjue  M  des  surfaces  cherchées  coupant  Oz  en  T,  le 
segment  OT  est  proportionnel  à  j',  seconde  coordonnée 
de  M.  Par  une  intégration  immédiate,  on  a  pour  équa- 
tion finie  desdites  surfaces 

-  =  .->.>' [?(ï)-i»sr] 

La  fonction  cp  est  arbitraire. 


(  >72  ) 
4.  Soit  toujours  A  une  cloison  appartenant  à  une 
surtace  quelconque;  en  joignant  à  l'origine  tous  les 
points  de  A,  on  définit  un  cône  ayant  A  pour  base 
gauche  et  dont  je  désigne  le  volume  par  V^.  De  même,  en 
projetant  tous  les  points  de  A  sur  le  plan  Ox)',  paral- 
lèlement à  Oc,  on  définit,  entre  la  base  gauche  A  et  la 
base  plane  P  de  Oxy,  un  volume  cylindrique  Uz-  Soit 
à  déterminer  les  surfaces  telles  que  aV„=U-,  le 
coefficient  ).  étant  une  conslante.  L'égalité 


3  J    j  i^—p^-qy)(i'rdy  =J    j  z  dx  dy 

donne 

l{z~p.r  —  qy)=  Zz. 

Or  z  —  px — qy  est  l'ordonnée  du  point  T  où  le 
plan  tangent,  en  tin  point  quelconque  de  A,  coupe  Oc. 
Les  surlaces  cherchées  ont  donc,  pour  tous  leurs 
points  jM,  un  segment  OT  pi-oportiounel  à  l'ordonnée  c 
de  TM.  Leur  équation  finie 


(^) 


montre  d  ailleurs  cpie  ce  sont  des  cas  particuliers  des 
surfaces  de  M.  Jamet  (E.  Picard,  Traité  ti Analyse^ 
?/  édition,  p.  433),  surfaces  riches  en  propriétés  remar- 
quables et  déjà  rencontrées  plusieurs  fois  dans  mes 
précédentes  publications. 

Pour  }.  z=z  3  on  a  les  conoïdes  droits  d'axe  Oc;  pour 
tout  contour  fermé  y  ti-acé,  on  a  3  V,,  =  U^.  Si  l'un  de 
ces  conoïdes  se  réduit  à  un  plan  parallèle  à  Ojrj',  on 
retrouve  le  théorème  élémentair.3  sur  le  volume  (\\\ 
cône  comparé  au  volume  du  cylindre  de  même  base  et 
même  hauteur.  On  voit  que  ce  théorème  a  une  exten- 
sion simple,  immédiate, qui  peut  d'ailleurs  être  justifiée 
sans  peine   par  des   considérations    j)urement    géomé- 


(  2-3  ) 
triques    el    qui.    cependant,    n'est    pas    ordinairement 
considérée  sous  un  tel  jour. 

Pour  ),  =  —  ,)  on  a.  entre  autres  surfaces,  le  cylindre 
paral)olique  2pz  ^=.  x-.  En  valeur  absidue  on  a  encore 
•)N  0=  U^;  le  cKanijeuient  de  si^jne  de  A  provient  sim- 
plement de  ce  que,  pour  les  conoïdes  précédents,  les 
volumes  \„  et  Us  étaient  d'un  même  côté  de  la 
cloison  A,  tandis  que  maintenant  ils  sont  de  part  et 
d'autre  de  cette  cloison. 

La  surface  obtenue  pour  À  quelconque  peut  aussi,  en 
coordonnées  semi-polaires,  être  représentée  par  l'équa- 
lion 

d'où  des  surfaces  de  révolution  pour  'i'^O)  réduit  à  une 
constante.  En  reprenant  X  =  — 3,  on  trouve  le  para- 
boloïde  ipz  =  /■-,  si  bien  que  la  parabole  ipz  ^=^  x-, 
du  plan  O.JC5,  par  une  translation  rectiligne  parallèle 
à  Oy  ou  par  rotation  autour  de  O^,  donne,  dans  les 
deux  cas,  des  surfaces  avant  la  même  propriété  quant 
rtux  volumes  \  „  et  U;  que  1  on  peut  y  attacher. 


CORftESPO\D\XCE. 


M.  P.  Carissan.  — •  Description  mécanique  de  la 
spirale  logcirithmicjiie.  —  Il  est  possible  d'obtenir 
un  tracé  rigoureux  de  cette  courbe  fondamentale  au 
moyen  d'un  appareil  très  snuple,  inventé  et  construit 
par  l'auteur  pour  quelques  élèves  décolleté  en  1914? 
issu  de  la  remarque  suivante  : 

Les  deux  arcs  :  1"  de  la  spirale  I^  z  =  A^^^'A  >■  o). 

Ann.  de  Matliémat.,  4°  série,  t.  XVII.  (Juillet  1917)  2i 
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2"  de  rhélice  circulaire  H  de  pas  h  et  de  rayon  R, 
ip  =  R  cosM,  j'  =  R  sin?f,  :;  =  Rm«,  ont  même  expres- 
sion différentielle  en  fonction  :  i"  de  la  cote  de  l'extré- 
mité  M  de  l'arc  pour  l'hélice;  2"  de  son  rayon  vecteur 
pour  la  spirale. 
En  elïet,  on  a 


(\)  <^=   ^p^ fpi—  pu), 

où  LA  =  log.  nép.  A  et  ds'--=  R-(i  +  m'~)  du-^ 

(2)  S=    ^ (Si  —  2o) 

m 

pour  l'un  et  l'autre  cas. 

Cela  posé,  si  l'on  parvient  <à  établir  une  connexion 
matérielle  telle  que  la  double  condition  5  =3  o-,  p  =  s  soit 
elTectivement  satisfaite  d'une  façon  continue  dans  le 
champ  de  l'instrument,  on  aura  réalisé  un  traceur  de  I, 
avec  les  relations  métriques 

(3)  LA  = //«  =  — ^-  =  col  V, 

•2  TT  rv 

V  étant  l'ani^le  intérieur  de  la  tangente  à  la  spirale  avec 
le  rayon  vecteur  OM. 

La  rotation  dune  vis  ordinaire,  armée  d'une  molette 
roulante  perpendiculaire,  solidaire  d'un  moyeu-écrou 
qui  épouse  la  vis,  satisfait  à  la  condition  continue  p  ==  :;, 
et  permet  d'appliquer  l'hélice  H  sur  la  spirale  S.  La 
vis  tourne  tout  dune  pièce,  non  sur  elle-même,  mais 
en  balayant  de  son  axe  un  plan  P'  autour  d'un  point 
fixe  O'  de  cet  axe  et  de  ce  plan.  La  molette,  de  rayon  R, 
appuie  légèreuient  par  son  bord  sur  un  plan  P,  paral- 
lèle à  P'  (distance  R),  et  roule  sans  glisser  sur  ce 
plan  P,  ce  qui  réalise  la  condition  5  =  t. 


(  '-^  ) 

l.'iipp.ircil.  (le  (•(ni>li net  itMi  iiistie,  se  coiupo^c  donc 
esseiit  It'lIfiiH'iil  :  i"  Lriiue  \is  ordiimire  ;  2"  d  une  1110- 
lelle-écroii  liiieiueut  dentée  mobile  le  long  et  autour 
de  la  vis;  o"  d'un  pivol-étrier  OO',  recevant  en  O' 
l'evlivniilé  polaire  de  la  vis,  l  uidis  que  son  pied  est  au 
po\c  ()  de  la  spirale  sur  une  planciietle  circulaire  P. 
Le  point  de  contact  de  la  molette  et  du  plan  P  décrit 
la  spirale  avec  une  i^rande  précision  ù  partir  d  un 
cercle  de  quelques  millimètres  autour  du  p!')le-asymp- 
tote. 

Classification  des  spirales  d'après  les  constantes 
de  la  rus  : 

/<<2-R,     A<e:         A>'2-R,     A>e; 
/i  =  2-R,         \  =  e. 

Ainsi,  ttne  molette  roulante  embrayée  sur  une  vis 
tournante  de  pas  égal  au  périmètre  de  la  molette 
engendre  précisément^  par  son  point  de  contact,  la 
spirale  logarithniicpie  même  0  =  e". 

Pour  les  vis  dont  le  pas  est  intérieur  à  ce  périmètre, 
la  base  A  est  plus  petite  que  e. 

Pour  celles  (vis  à  loai;  enroulement  et  à  long  écrou) 
dont  le  pas  est  supérieur,  la  base  est  plus  grande  que  e. 

Perfectionnements  et  rejnair/ues.  —  i"  il  mqjorte 
j)eu  que  la  vis  tourne  plutiU  que  le  plateau  ou  même 
tous  les  deux  à  la  fois.  On  peut  aussi  restreindre  le 
champ  de  la  rotation  en  la  limitant  à  un  faible  secteur, 
à  ctuidition  de  relever  la  \  is  à  bout  de  course  pendant 
le   mouvement   rétrograde,  à  l'aide  d'un  encliquetage. 

■2"  En  soudant  bout  à  bout  deux  vis  symétriques,  ou 
de  pas  inverse  de  part  et  d'autre  du  point  O,  et  en 
ariiMul  chacune  d'elles  d'une  molette,  la  distance  des 


(  -76  ) 
deux   molettes  MM'  représente   la    fonction  hyj3erbo- 
lique  A^H-  A~^. 

3"  Un  curvimètre  ordinaire,  tournant  autour  de  l'axe 
de  son  manche,  projeté  au  point  fixe  O,  fournit  le  ti'acé 
théorique  immédiat  de  la  spirale  logarithmique  ;  pour 
un  instrument  de  ce  genre 

R^S^'^S;         A  =  0,5;         A=i,ooi;         V  =  87"3o', 

les  spires  sont  très  rapprochées  bien  que  sépai^ées  à 
l'œil  nu  et  que  leur  dilatation  progressive  soit  mani- 
feste. 

4"  Il  est  possible  (réti^blir  un  mécanisme  asymptote 
déroulé  unicjiiement  dans  le  temps  et  dans  un  espace 
fini  et  fournissant  par  leurs  dinerences  une  suite  illi- 
mitée de  décimales  ou  de  logarithmes  de  nombres 
croissants,  par  l'adjonction  d'un  parallélogramme  arti- 
culé dont  un  côté  est  constitué  par  la  vis  prenant  des 
positions  de  plus  en  plus  Inclinées.  Cet  appareil,  à 
l'étude,  plus  compliqué,  oscillerait  à  la  façon  d'un 
|)endule. 

5"  Sur  un  cône  quelconque,  on  obtient  une  hélice 
conique.  Le  traceur  logarltliml(jue  équivaut,  à  la 
rigueur,  à  une  présentation  expérimentale  des  loga- 
rithmes, en  permettant  de  constater  la  propriété  fon- 
damentale du  produit  sur  des  couples  de  valeurs 
numériques  choisies  arbitrairement. 

Nous  ressentons  vivement  l'honneur  qui  nous  est  fait 
d'une  présentation  dans  ce  Recueil,  sous  les  auspices 
d'une  entité  essentielle  (conquête  lumineuse  et  sereine 
des  méditations  de  tant  d'hommes  supérieurs,  parmi 
lesquels  brille  Hermite),  de  ce  nombre  e,  trouvé  une 
fois  de  plus  en  corrélation  avec  cet  autre  tt,  dans  la 
conjugaison  harmonieuse  d'un  transformateur  cinéma- 
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li(jue  piiinoidial  ;  de  riiimilile  onlil  quesl  l;i  vis  aux 
nicUiis  d'un  inodesie  artisan. 

M.  G   Fontené.   —   Au  sujet  de  la   question   711,^ 
1\  .   —   Comint'    je    l'ai   montré   précédemment   (1916, 
|).    272)    l'énoncé    de    Tauteur  est   exact.   Un  énoncé 
rectiiié  a   été   donné   par  M.   J.    de    N'irieu,    en    i8()5, 
page  ~()\  voici  cet  énoncé  : 

«   Une  é(|ualion  de  la  forme 

X'"  fia)  -+-  X'"-'  f{a  -+- 1)  -{-x"'--/{a  -h  2)  +...=  o, 

dans  laquelle  /(a)  désigne  une  fonction  algébrique 
du  degré  m  —  2  ou  plus,  a  toujours  des  racines  ima- 
ginaires. » 

Pour  la  démonstration,  le  degré  de/ (a)  étant  m  —  s, 
avec  5^2,  l'auteur  multiplie  le  premier  memlne  de 
l'équation  par(iP  —  ,^^-^+1  ;  dans  la  nouvelle  équation, 
les  termes  de  degrés  m,  m  —  i,  ...,  jn — 5  +  1,  en 
nombre  5^2,  ont  des  coeflicienls  nuls  comme  étant 
leur  dilFérence  d'ordre  /h  — ^  +  1  d'une  (onction 
entière  de  degré  ni  —  s. 

M.  de  V^irieu  indique  ensuite  une  généralisation  de 
la  proposition  énoncée  par  Hermite  au  Concours 
général   de    1842. 

M  d'Ocagne.  —  Remarque  sur  la  question  !22oo 
(roir  la  solution,  iqij,  j».  i^o)-  —  Ua  solution  du  a" 
peut  être  complétée  par  la  remar(pie  que  la  section 
par  un  j)lan  quelconque,  parallèle  à  D,  est  une 
cissoïde  d'une  ellipse  identique  à  celle  suivant 
laquelle  le  plan  mené  par  D,  parallèlement  au  plan 
de  section,  coupe  la  surface. 

Pour  avoir  une  cissoïde  de  cercle,   il  suffit  dmic  de 


(  ^7^  ) 
couper  pur  un  plan  parallèle  à  un  des  plans  de  section 
circulaire  menés  par  D.  Ces  plans,  au  nombre  de  deux, 
sont  ceux,  faciles  à  déterminer,  qui  (si  l'on  se  reporte 
aux  notations  de  l'énoncé )  correspondent  aux  points  B 
pour  les(piels  CB  ^  CA. 


SOLUTIONS  DE  OIESTIOXS  PHOPOSEES 


1015. 

{1871,  p.  ofi,  et  1917,  p.   i6'>l. 

Construire  une  surface  gauche^  ayant  pour  ligne,  de 
striction  une  courbe  donnée  et  pour  cône  directeur  un 
cône  de  révolution  également  donné  (•).        G.  FouRET. 

Solution 
Par  l'AiiTEUR. 

Le  cône  directeur  (S)  d'une  surface  gauche  (Z)  est,  par 
définition,  le  cône  lieu  des  parallèles  menées,  par  un  point 
quelconque  5  de  l'espace,  aux  génératrices   rectilignes  de  (S). 

On  sait  également  que  le  plan  central  de  (S),  suivant  une 
génératrice  F,  contient  la  tangente  0  à  la  ligne  de  striction  A 
de  (S),  à  son  point  de  rencontre  avec  F,  et  est  perpendicu- 
laire au  plan  tangent  à  (S),  le  long  de  la  génératiice  G  de  (S) 
parallèle  à  F. 

Si  donc  la  ligne  de  striction  de  A  d'une  surface  gauche  (S) 
et  son  cône  directeur  (S)  sont  donnés,  on  construira  une 
génératrice  quelconque  F  de  (S)  de  la  manière  suivante  :  par 
le  sommet  s  du  cône  (S)  on  mènera  une  parallèle  T  à  la  tan- 
gente   0   de    A,    au    point  p    de   cette   ligne,    [tar    lequel    doit 

(')  Cet  énoncé  contenait  un  second  paragraphe  que  nous  ne  repro- 
duisons pas,  l'ayant  reconnu  inexact,  ainsi  que  nous  l'expliquons  à 
la  page  22'?.  Cette  circonstance  a  vraisemblablemenl  empêché  de 
donner  antérieurement  une  solution  de  la  première  partie  de  la 
question,  semblable  à  celle  que  nous  publions  ici.  G.  F. 
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passer  T.  Par  T  on  mènera  un  plan  normal  au  cône  (S).  La 
génératrice  G  d'incidence  de  ce  plan  normal  sera  parallèle  à 
la  génératrice  V  de  (S),  laquelle,  devant  passer  par  p,  se 
trouvera  donc  déterminée.  Il  y  aura  d'aiiieuis,  en  généial,  un 
plus  ou  moins  grand  nombre  de  solutions. 

Si  le  cône  donné  (S)  est  de  révolution,  le  plan  normal  (S), 
mené  par  T,  passera  par  l'axe  de  révolution  de  ce  cône  et 
coupera  (S)  suivant  deux  droites.  Les  parallèles  à  ces  droites 
menées  par  p  seront  les  génératrices  F  de  (S),  passant  par 
ce  point,  qui  répondent  à  la  question.  La  surface  (S)  sera, 
par  suite,  composée  de  deux  nappes,  se  coupant  suivant  la 
ligne  de  striction  commune  A. 

Autre  solution  par  Un  Abonné,  signalant  l'erreur  que  contient 
la  seconde  partie  de  renoncé. 


0LESTIOi\S. 


2313  I  Énoncé  uiîctifié).  —  L'équation  d'une  conique  étant 
/(x,  y,  z)  =  o.  on  pose 

/il  =/(^i,  Ji,  ^i), 

fM=  ^[^2/x,  +  ... +  •••]• 

Si  un  polygone  de  n  côtés  MiMo...  est  circonscrit  à  la 
conique,  on  a 

/,,  X  .  .  .  X  /„„  =  (—  0"  /u  X  ...  X  /„!• 

G.    FONTENÉ. 

2317  (Énoncé  rectifié).  —  Sur  la  symétrique  d'une  tangente 
quelconque  à  une  parabole,  par  rapport  au  foyer,  il  y  a  trois 
points  P,,  Po,  P3  dont  les  distances  PiMi,  P2M2,  P3M3  à  la 
courbe  sont  respectivement  égales  à  leurs  distances  Pi  F, 
PjF,  P3F  au  foyer.  Démontrer  que  les  points  Mi,  M2,  M3. 
F  sont  concycliques.  R.  GooRSiACiiiTiGH. 
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232:2.  On  considère  les  triangles  rectangles  ABC  ayant  une 
hypoténuse  commune  BC.  Des  pieds  dos  hauteurs  issues  des 
sommets  Aon  mène  des  parallèles  aux  côtés  AB,  AC;  démon- 
trer que  ces  parallèles  enveloppent  deux  hypocycloïdes  à  trois 
rebroussements.  F.    Balitrand. 

■  2323.  Dans  le  plan  dun  triangle,  il  y  a  deux  points  Mi 
et  M2  tels  que,  si  aj,  jBj.  yi  et  a2,  pa,  ^2  désignent  leurs  pro- 
jections sur  les  côtés,  les  segments  Bai,  o^a^,  G  pi,  '^■xA., 
A*,'!,  Y2B  soient  égaux  entre  eux;  la  droite  qui  joint  le  centre 
de  gravité  du  triangle  à  lorlhopôle  de  la  droite  M]  M2  passe 
par  le  point  de  Feuerliach.  R.   Goormaghtigh. 


ERRATA. 


Page  193,  ligne  i3  en  remontant,  au  lieu  de  à  l'infini  sur  B', 
lire  à  l'infini  sur  0  . 

Page  194.  ligne  8.  au  lieu  de  A  a  en  K.  lire  h.x  en   \\. 

Page  196,  r  «  autre  soluiiun  »  de  M.  Bouvaist  s'applique  à  la 
question  2257;  à  l.i  première  ligne  de  cette  solution,  au  lieu  de  IT, 
lire  MT. 

Page  196,  ligne  9,  on  a  omis  de  signaler  une  solution  de  M.  H. 
Brocard  à  la  question  2256,  et  de  mentionner  à  ce  sujet  son  étude 
sur  le  Trifolium  [J.  de  Math,  spéc  de  G.  de  Longchanjps,  1S91, 
p    126-129). 

Pages  198,  199,  les  énoncés  des  questions  2313,  2317,  par  suite  de 
fautes  typographiques,  sont  peu  compréhensibles.  Nous  les  repro- 
duisons, rectifiées,  dans  le  présent  numéro. 

Page  199,  ligne  3,  au  lieu  de  à  la  droite  AB  ei.  lire  où  la  droite  AB 
est. 

Page  199,  ligne  4-  C"  remontant,  après  d'un  point  M,  ajouter 
variable. 


(  ■'■^'  ) 


[M'5d]  [M'6] 

SIK  l\E  MAMÈKE  D'L\GE\DREK  LES  C[1IM0[]ES  IIMCIRSALES 
ET  l).\E  CLASSE  DE  QLARTIOUES,  ET  SIR  IINE  RELATION 
E\TRE  DEIX  TRANSFORMATIONS; 

P.vn  M.  F.   GoMES  TEIXEIRA. 


\ 


Nous  allons  donner  une  manière  nouvelle  d'engen- 
drer, au  moyen  dune  conique  donnée,  les  cubiques 
unicursales  et  les  quartiques  qui  ont  un  point  double  et 
deux  asymptotes  réelles  coïncidantes  à  distance  finie, 
et  signaler  ensuite  une  relation  entre  une  transfor- 
mation géométrique  générale  que  cette  construction 
suggère  et  la  transformation  qu'on  obtient  en  généra- 
lisant la  construction  donnée  par  Descartes  de  la 
conclioïde  ])arabolique. 

1.  Traçons  sur  un  plan  une  conique  (  C)  et  une 
droite  (D).  et  prenons  sur  cette  droite  un  point  O  et 
sur  la  conique  un  pnint  A.  Menons  par  ce  point  une 
droite  (Di)  de  direction  arbitraire  et  représenlons 
par  B  le  second  point  où  elle  coupe  la  conique.  Menons 
enfin  par  ce  point  une  perpendiculaire  à  la  droite  (D) 
et  par  O  une  parallèle  à  la  droite  (T)|),  et  désignons 
l);ir  M  le  point  où  ces  dernières  droites  se  coupent. 
(Jela  posé,  nous  avons  les  tbéorèmes  sul\ants  : 

i"  Le  lieu  décrit  par  M,   cjuand  la  droite  (D,) 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  XVII.  (A"ùl  1917.)  22 
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varie^  est  une  cahique  unicursale .  qui  a  son  point 
double  à  O  et  dont  une  asymptote  e^t  perpendicu- 
laire à  la  droite  (D)  et  les  autres  sont  parallèles  à 
celles  de  la  conique. 

2°  Réciproquement,  si  l'on  donne  une  cubique 
unicursale  ayant  son  point  double  à  distance  finie , 
on  peut  déterminer  d'une  infinité  de  m,anières  une 
conique  et  un  point  A  tels  que  la  cttlJ.qne  puisse  être 
construite  par  la  méthode  précédente. 

Prenons  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées 
orthogonales  et  la  droite  (D)  pour  axe  des  abscisses; 
désignons  par  (a,  '^p)  les  coordonnées  du  point  A, 
par(:r,,  j'i)  celles  du  point  B,  par  (X,  Y)  celles  du 
j)ointMet  par  X  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  (D»); 
et  supposons  que  la  conique  soit  représentée  par 
I  "équation 

(i)  Hj'2-+-  Kxy  ^  La-î-i-  ^^y  -r-  Nar-i-  P  =  o. 

inéquation  de  la  droite  (JJt)  est 
y-^^  =  l{x-u), 

et  cette  droite  coupe  la  conique  au  point  A  et  à  un 
autre  point  dont  l'abscisse  est  déterminée  par  l'équa- 
tion 

(2)         (HX2-+-KA-+-  L):ï^2 

-+-  [—  2aHX2-4-  (2JÎH  -  KaH-  M  )  X -+-  K  [3  +  N  ]  .r 

-H  li  a2  a2  —  a  (  2  H  |i  +  AI  j  A  +  H  ,&»  +  M  p  -4-  P  =  o. 

jNo us  avons  donc 

_  2aHX2— (iSH  —  Kan-MjA  — K[3  —  P^ 
''^•^'-  HÀ-^-KX  +  L 
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Nous  avons  aussi,  par  hypothèse^ 
X  =  .Vi,         Y  =  XX. 

En  éliminant  A  et  j:,  entre  ces  trois  équations,  on 
(tbtient  celle  du  lieu  décrit  par  M,  savoir: 

(\  -t-a)(HY2-+-  KXV-4-LX2) 

=  2HaY2+(Ka  — 2H3  — M)XY  —  (Ka  +  N)X2, 

laquelle  représente  une  cubique  unicursale  ayant  le 
point  double  à  l'origine  O  et  ayant  une  asymptote 
perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  (D)  et  les  deux 
autres  parallèles  aux  asymptotes  de  la  conique. 

Considérons  maintenant  la  question  réciproque. 

Supposons  qu'on  donne  une  cubique  unicursale 
ayant  le  point  double  à  distance  finie  et  rapportons 
cette  cubique  à  un  système  de  coordonnées  orthogo- 
nales ayant  pour  origine  le  point  double  et  pour  axe  des 
ordonnées  la  parallèle  à  une  asymptote.  L'équation  de 
la  cubique  prend  la  forme 

X(H,Y2^KiXY-+-L,X2)  =  M,X2^  XiXYh-PjY». 

Les  conditions  pour  que  la  cubique  que  cette 
équation  représente  soit  identique  à  celle  que 
représente  l'équation  précédente  sont  : 


K, 

K 

"^  h' 

H,  ~"  h' 

M. 
H, 

ft=-^P- 

M 
H' 

,         ,  • ,  ,  •  ,  ,  •  KL 

Les  deux  premières  équations  déterminent  ît  ^t  „ 

Les  autres  et  l'équation 

H3î+KaS-f-La2^.\13^  Xa -f- P  =  o 


H, 


11  (  32^  ^%'à^  ÏT''')  "^  M3-^>'a-^P=o, 
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laquelle  exprime  que   le   point  (a,  ^)  est  situé  sur  la 

conique,   déterminent  a  et  trois  des  quantités  [B,  jr' 

N     P 

— ,  —  '  qnand  une  est  donnée  arbitrairement, 
il     H       ^ 

On  peut,  en  particulier,  faire  M=:o,  et  construire 
ainsi  la  cubique  au  moyen  d'une  conique  symétrique 
par  rapport  à  l'axe  des  abscisses. 

Cette  manière  de  construire  les  cubiques  unicursales 
est  la  généralisation  d'une  métbode  employée  par 
Cramer  dans  Vlnfroduction  à  V Analyse  des  lignes 
courbes  (lySo,  p.  440  poi^ii'  construire  la  courbe 
connue  à  présent  sous  le  nom  de  conchoïde  de 
Sluse. 

2.  Si  la  conique  considérée  se  réduit  à  un  cercle 
représenté  par  l'équation 

(.r  —  rt)2-H  (jK  — 6/-=  R-, 

la  courbe  engendrée  par  la  méthode  donnée  au  numéro 
précédent  est  une  cubique  circulaire  unicursale 
représentée  par  l'équation 

X(X2-^  Y2)  =  (2rt  — a)X2+\('6—  ^)\Y  +  aY2. 

Réciproquement,  si  l'on  donne  la  cubique  circu- 
laire représentée  par  l'équation 

X  (  X2  _  Y2  )  =  M ,  X2  4-  X 1  X  Y  -+-  F\  Y^ 

on  a,  pour  déterminer  le  cercle  et  le  point  (a,  [j)  qui 
figurent  dans  la  construction  considérée,  les  équations 

2rt  — a  =  Ml,         ai^»  — P)  =  N,,  a  =  Pi, 

(a  — a)2-H(6—  [i.i2=  R-'. 

!î.   Supposons  maintenant  cpie  le  point  A  ne  soit  pas 
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situé  sur  la  conique  donnée.  Dans  ce  cas,  l'équation  (a) 
donne,  en  posant  x  =  A,  /.  =z  —, 

X2[HY'--+-KXY+LX2] 

-^X[(Kp  +  N)X2-+-('>.pH  — K7-i-M)XY  — '2  11  ^.Y^] 
+  Ha2Y2-a(2Hp  +  MjXY+rup-i-HM^  -+-P)X2  =  o. 

La  courbe  engendrée  par  M,  quand  la  droite  (l)|) 
varie,  est  donc  alors  une  quartique  ayant  un  point 
double  à  l'origine  des  coordonnées,  deux  asymptotes 
coïncidantes  parallèles  à  Taxe  des  ordonnées,  doni 
l'équation  est  X  ==  a,  et  deux  autres  parallèles  à  celles 
de  la  conique  donnée. 

Réciproquement,  si  Ton  donne  une  quartique  ayani 
deux  asymptotes  réelles  coïncidantes  situées  à  distance 
finie  et  un  point  double  situé  aussi  à  distance  finie, 
nous  pouvons  prendre  pour  axe  des  ordonnées  une 
parallèle  à  ces  asymptotes  et  le  point  double  pour 
origine  des  coordonnées,  et  l'équation  de  la  courbe 
prend  la  forme 

X2(H,Y2  +  KiXY-i-L,  X2) 

-HX(MiX^-t-N,XY+P,Y2) 
+       Q,X2-^RlXY-^TlY2  =  o. 

Les  conditions  pour  que  cette  équation  soit  iden- 
tique à  celle  qui  précède  sont  : 


K, 

H. 

K 

-  lî' 

L.         I^            M,        K,      ^ 
H,        H'           11,  ~  H,  ' 

H 

Pi 

-^'^'        ïïi^'^^-^lî^-^TÎ' 

H, 

R        ^1                T, 
=  —  aap-H-Tja,           — -  =  a-. 
11                11  1 
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Ces  éq mations  donnent  d'abord 
(A)  P2  =  4H,T,. 

Quand  celte  ci^ndition  est  salistaite,  les  <leiix  pre- 
imeres   équations    déterminent    -ry    et    tj;    les  autres 

w  •  ..    M    N     r 

déterminent  a,  p,  ît'  tt'  tî* 

La  condition  (A)  est  celle  qui  exprime  que  la 
quartique  donnée  a  deux  asymptotes  coïncidantes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  ordonnées. 

De  tout  ce  qui  précède  résultent  les  théorèmes 
suivants  : 

i*  Li'  lien  décrit  par  M,  quand  la  droite  (13() 
varie,  est  une  qmirtiqwe  ayant  un  point  double  à  O 
et  deux  asymptotes  coïncidantes  perpendiculaires  à 
la  droite  (D). 

2"  Réciproquement^  si  l'on  donne  une  quartique 
uyant  un  point  double  et  deux  asymptotes  coïnci- 
dantes à  distance  finie,  on  peut  déterminer  une 
conique  telle  que  la  quartique  puisse  être  construite 
par  la  méthode  exposée  ci-dessus. 

l.  En  généralisant  la  doctrine  précédente,  on  obtient 
une  transformation  de  courbes  qu'on  va  voir. 

Considérons  une  courbe  (C)  représentée  par  l'équa- 
tion y  =  '},(^x)  et  prenons  sur  son  plan  un  point  A 
ayant  pour  coordonnées  (a,  [i),  et  un  point  O,  origine 
des  C(jordonnées.  Par  le  point  A,  menons  une 
droite  (ih)  de  direction  arbitraire  et  représentons 
par  (Xy  y)  les  coordonnées  d'un  point  B  où  elle  coupe 
la  courbe  donnée.  Par  ce  dernier  point,  menons  une 
perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  et  par  le  point  O 
une    parallèle   à  la  droite  (D))-  Ces  deux  droites  se 
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coupent  en  un  point  (X,  \  )  qui  décrit,  quand  la  direc- 
tion de   lu  droite  (D,  )  varie,    une   courbe   (C))  dont 
les  points  sont  déterminés  par  les  équations 


X  =  ^,        Y  =  >.X 

(les  équations  donnent 


Y 

et  par  conséquent  l'équation  de  la  transformée  (C|  )  de 
la  courbe  donnée  (C)  est 

(3)  3  +  Y-ay=/(X;. 

Si  le  point  (a,  [i»)  coïncide  avec  un  point  de  la 
courbe  donnée,  cette  équation  doit  se  dédoubler  en 
celle  d'une  droite  et  celle  de  la  courbe  cherchée. 


5.  On  peut  rattacher  à  la  transformation  qu'on  vient 
ile  considérer  une  autre  qu'on  va  définir. 

Considérons  une  courbe  qui  se  déplace  sur  un  ])lau 
de  manière  que  ses  points  décrivent  des  droites  paral- 
lèles et  considérons  sur  ce  plan  un  point  II  invariable- 
ment lié  à  la  courbe.  Prenons  sur  le  même  plan  un 
point  fixe  K  et  par  ce  point  traçons  la  droite  KH.  Cette 
droite  coupe  la  courbe  considérée  en  des  points  M) , 
M2,...  qui  décrivent,  quand  la  courbe  se  déplace,  une 
nouvelle  ligne  dont  on  peut  obtenir  l'équation  de  la 
manière  suivante. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  orthogonales 
le  point  fixeR  et  pour  axe  des  ordonnées  luie  parallèle 
à  la  droite  décrite  par  un  point  de  la  courbe  mobile, 
et  supposons  que  l'équation  de  la  courbe  donnée  cor- 
respondant à  sa  position  initiale  soit  ^)'  =  /(j7),  et  que 
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les    coordonnées    du    point   H  correspondant   à    cette 
position  de  la  courbe  soient  (a,,  3,  ). 

Quand  ce  point  prend  la  position  définie  par  les 
coordonnées  (a,,  ,3,  +  A),  la  courbe  prend  la  position 
correspondant  à  Téquation 

y-h  =  f[.v). 

L'équation  de  la  droite  HK  est 

Cette  droite  coupe  la  couibe  en  des  points  déter- 
minés par  les  deux  dernières  équations,  et  lOn  i)])tient 
l'équation  du  lieu  de  ces  points  en  éliniinanl  /.  entre 
ces  équations,  ce  qui  donne 

(4)  .y-ji, -a•^=/(a•)• 

La  transformation  qu'on  vient  de  considérer  est 
identique  à  celle  que  Descartes  a  eiiq^lojée  dans  sa 
Géométrie  pour  construire  au  moyen  de  la  parabole  sa 
conchoïde  parabolique. 

Les  équations  (3)  et  (4)  sont  identiques  quand  on 
prend  a  =  a, ,  j3  =  —  ,3, .  Donc,  si  loti  applique  à  une 
courbe  donnée  la  transjormation  de  Descartes  et 
celle  qu'on  a  considéréeau  n"  4,  o/i  obtient  une  même 
courbe,  quand  on  choisit  convenablement  tes  points 
et  les  droites  qui  fiiiurent  dans  ces  transforma- 
tions. 

6.  On  connaît  diverses  manières  de  tracer  lejolium 
de  Descartes,  dont  nous  avons  exposé  quelques-unes 
dans  notre  Traité  des  courbes  spéciales  (t.  I,  p.  S5-91). 
Nous  allons  en  ajouter  une  autre  bien  facile,  qui  résulte 
de  la  doctrine  exposée  au  n"  1. 
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Eu  applitjuant  cette  doctrine  à  l'équation  de  cette 
courbe  : 

v/â  ( 3  Yî  +  X2  )  X  ==  3  rt  (  X2  —  Y2  ), 

on  trouve,  en  tais  uit  H  =  i ,  M  =  o, 

a  =: a  y/a,  3  =:  o,  L  :=  -  > 

•2  3 

N  =  —  -  a  /a,  K  =  o. 

Donc  le  folium  de  Descartes  peut  être  tracé  par  la 
méthode  considérée  au  n°  1  en  employant  la  conique 
définie  par  léq  nation 

6y--i-  ix-  —  ia  sjix  —  3 a-  =  o, 
et  nous  avons  pour  cela  la  règle  suivante  : 

Traçons  l'ellipse  qui  a  pour  centre  le  point(  -a  y/2,0  j» 

et  dont  les  axes  sont  égaux  à  ia\fiç.K,  lai/-'  Par  le 
sommet  de  cette  ellipse  qui  a  pour  coordon- 
nées f «^2,0)»  menons   une  droite    de    direction 

arbitraire  (D,)  et,  par  le  second  point  où  cette  droite 
coupe  l'ellipse,  traçons  une  perpendiculaire  à  l'axe  des 
abscisses.  Celte  dernière  droite  coupe  la  parallèle  à  (Di) 
menée  par  l'origine  des  coordonnées  en  un  point  M  du 
folium. 
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[K'il] 

FAISCEAUX  DE  CEUCLES 

RELATIFS  A  LA  PUISSANCE  D  ll\E  DROITE  ; 

Par  m.  L.  GRELIER. 


Dans  un  même  plan  nous  pouvons  considérer  qualre 
espèces  de  faisceaux  de  cercles  : 

i"  Les  faisceaux  F,  formés  par  l'ensemble  des 
cercles  admettant  les  deux  mêmes  points  de  coupe 
réels  ; 

2°  Les  faisceaux  Fa  formés  par  tous  les  cercles  qui 
ne  se  coupent  pas,  mais  qui  possèdent  les  deux  mêmes 
points  fondamentaux; 

?)°  Les  faisceaux  F3  formés  par  Tensemble  des 
cercles  possédant  les  deux  mêmes  tangentes  exté- 
rieures communes.  En  d'autres  termes,  tous  les  cercles 
d'un  faisceau  F3  admettent  le  même  premier  centre  de 
similitude  extérieur; 

4"  Les  faisceaux  F^  formés  par  l'ensemble  des  cercles 
admettant  le  même  premier  centre  de  similitude  inté- 
rieur. 

Les  faisceaux  F,  et  F 2  sont  bien  connus  dans  la 
théorie  de  la  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un 
cercle.  Les  autres,  moins  connus,  se  rattachent  à  la 
théorie  de  dualistique  de  la  puissance  d'une  droite  par 
rapport  à  un  cercle.  Ils  donnent  lieu  aux  quelques  pro- 
priétés suivantes  : 

1°    Toute  droite  passât!  t  par  le  premier  centre  de 
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simili  tilde  nu  par  le  ck^ttre  radicai.  principal  a  la 
îïiêine  puissance   relative   fxir   rapport   à    tous    Les 
cercles  da  faisceau; 

2°  Les  lait  génies  par  tous  les  points  de  coupe 
homologue$  des  cercles  d'un  faisceau  acec  une 
même  droite  passant  par  le  ventre  radical  sont  pa- 
rallèles entre  elles. 

En  effet,  les  angles  des  tangentes  avec  la  droite  cor- 
respondent à  sa  puissance;  ils  sont  donc  égaux  et  les 
tangentes  sont  parallèles. 

3°  Les  points  de  coupe  des  deux  tangentes  de 
chaque  cercle  du  faisceau  par  ses  intersections  avec 
une  droite  passant  par  le  centre  radical  sont  tous 
sur  un  même  rayon.  Celui-ci  passe  également  par 
le  centre  radical  et  il  est  la  polaire  conjuguée  de  la 
droite  précédente  par  rapport  à  tous  les  cercles  du 
faisceau. 

Soient  C|  et  Ca  deux  cercles  du  feisceau  F3  ou  V ^ 
dont  le  centre  radical  est  S  {fig-  1  et  2).  iNous  consi- 
dérons la  droite  AB  passant  par  S;  elle  coupe  C,  en  A 
et  A',  puis  C2  en  B  et  B'.  Les  tangentes  en  A  et  A'  se 
coupent  en  M,,  celles  par  B  et  B'  se  coupent  enMa. 
Les  triangles  OgAM,  et  OiBMo  sont  homotliétiques  ; 
donc  M,  Ma  passe  piir  le  point  de  coupe  S  de  OiOa 
et  AB.  D'autre  part,  M,  est  le  pôle  de  AB  par  rapport 
à  Ca  et  SM,  la  polaire  conjuguée  de  AB  par  S  et  par 
rapport  au  même  cercle.  La  même  remarque  est  va- 
lable pour  tous  les  cercles  du  faisceau. 

Cette  droite  SM^Ma  est  ainsi  le  rayon  conjugué 
de  AB  dans  l'invcdntion  des  polaires  conjuguées  en  S. 
La  ligne  des  centres  est  le  premier  axe  et,  dans  le  fais- 
ceau F3,  les  tangentes  extérieures  communes  sont  les 
rayons  doubles. 
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4°  Etant  donnés  deux  faisceaux  F,*'  et  Fg-*  dr 
même  centre  radical  principal  S,  les  points  découpe 
des  tangentes  extérieures  communes  de  deux  cercles 
quelconques  des  faisceaux ,  pris  l'un  dans  Fg*'  et 
l'autre  dans  ^ ^\  sont  tous  sur  une  m,ême  droite 
appelée  l'axe  radical  principal  des  deux  faisceaux. 

Les  points  de  coupe  des  tangentes  intérieures  corn- 
nuuies  des  mêmes  cercles  sont  tous  sur  une  autre 
droite   appelée    l'axe  radical    seco^jdaire    des    deux 

lAISCEAUX. 

Soient  C,  un  cercle  de  F^'  et  C'j  un  cercle  de  F^-'. 
Leurs  tan<;entes  extérieures  communes  se  coupent  en  C. 
La  droite  SG  =  ai  est  de  mêmes  puissances  relatives 
par  rapport  à  tous  les  cercles  de  F^''  et  par  rapport  à 
tous  ceux  de  F,j-\  Elle  est  encore  de  mêmes  puissances 
relatives  par  rapport  à  C,  et  C'.,.  Les  puissances  rela- 
tives par  rapport  aux  cercles  de  F^'  sont  ainsi  les 
mêmes  que  celles  par  rapport  aux  cercles  de  F^^',  puis- 
qu'elles sont  déterminées  par  les  cercles  C|  et  C'.,. 

La  droite  SC  est  donc  de  mêmes  puissances  rela- 
tives par  rapport  à  deux  cercles  quelconques  pris,  l'un 
dans  Fj*'  et  l'autre  dans  F^^'.  Elle  passe  par  les  centimes 
radicaux  principaux  correspondants  ;  autrement  dit,  les 
points  de  coupe  des  tangentes  extérieures  communes  à 
deux  cercles  pris  comme  nous  venons  de  le  dire  sont 
tous  sur  se. 

Si  nous  admettons  que  les  tangentes  intérieures  de  G, 
et  de  C'^  se  coupent  eu  D  et  si  nous  désignons  la 
droite  SD  par  «o?  cette  droite  sera  de  mêmes  puis- 
sances relatives  pour  tous  les  cercles  de  Fi,''  et  d«- 
mêmes  puissances  relatives  pour  tous  ceux  de  F'.,"'.  Elle 
sera  en  outre  de  puissances  relatives  inverses  pour  C, 
et  C, .  11  en  résulte  que  la  puissance  relative  pour  les 
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Fis.  >. 
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cercles  de  F,''  est  l'invei'se  de  la  puissance  relative 
pour  ceux  de  Fg^'.  Autrement  dit,  la  droite  «a  passera 
par  les  centres  radicaux  secondaires  de  deux  cercles 
quelconques  pris,  l'un  dans  F^"  et  l'autre  dans  F^^'.  La 
droite  a  est  donc  le  lieu  des  points  de  coupe  des  tan- 
gentes intérieures  communes  des  cercles  considérés 
deux  à  deux  comme  plus  haut. 

a,  devient  Vaxe  radical  principal  des  deux  fais- 
ceaux Fy  etFj^'etrtj  Vaxe  radical  secondaire.  Si  nous 
désignons  par  F'^"  et  F^-'  les  faisceaux  compris  dans  les 
angles  opposés  des  précédents,  «i  est  également  l'axe 
radical  principal  pourF,  '  et  Fj^'  et  l'axe  radical  secon- 
daire pour  F3  '  et  Fy^'.  Il  en  est  d'une  manière  analogue 
pour  Oa- 

5°  Etant  donnés  deux  faisceaux  F[^^  et  F'^^',  les 
points  de  coupe  des  tangentes  extérieures  communes 
à  deux  cercles  pris ,  l 'un  dans  F*^'  '  et  Vautre  dans  F*,*\ 
sont  tous  sur  une  même  droite,  l'axe  RAnicAL  prin- 
cipal DES  DEUX  FAISCEAUX. 

Les  points  de  coupe  des  tangentes  extérieures  com- 
munes à  deux  autres  cercles  pris,  lun  dans  F'^"  et 
le  second  dans  F'^*'  ou  l'un  dans  F*^*'  et  l'autre  dans 
F^^^\   sont  également    tous   sur   ufie   même  droite, 

l'axe  RADICAL  SECONDAIRE  DES  OEUX  FAISCEAUX. 

Le  raisonnement  est  identique  au  précédent. 

L'application  de  la  théorie  de  la  puissance  d'une 
droite  par  rapport  à  un  cercle  aux  involutions  de 
rayons  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  A  tout  point  P  du  plan  d'un  fais- 
ceau F3  ou  F4  de  centre  radical  S  correspond  une 
involutioji  de  rayons.  Les  rayons  conjugués  sont 
les  bissectrices  des  angles  compris  entre  l'axe  PS  et 
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Ut  piemièrc  (luifiente  menée  de  P  à  chaque  cercla 
du  faisceau .  puis  entre  PS  et  le  prolongement  de  la 
deuxième  tangente  menée  de  P  au  même  cercle. 

Les  rayons  doubles  sont  toujours  réels  dans  le 
plan  d'un  faisceau  F^  et  dans  l'angle  intérieur  du 
plan  d'un  faisceau  F3.  Dans  son  angle  extérieur , 
ils  sont  imaginaires. 

Les  rayons  doubles  réels  sont  les  bissectrices  des 
angles  compris  entre  l'axe  et  les  tangentes  des  deux 
cercles  du  faisceau  F3  ou  F4  et  son  complément  F'^ . 
passant  par  le  point  considéré. 

Nous  considérerons  maintenant  un  point  P  du  plan 
d'un  faisceau  F3  ou  F4  complété  par  le  faisceau  con- 
jugué F'3  ou  F'^  et  de  centre  radical  principal  S.  Parce 
point,  nous  mènerons  deux  langentes  à  chaque  cercle 
du  faisceau.  Soient  ti  et  t-i  les  deux  tangentes  à  l'un 
quelconque  des  cercles. 

La  puissance  absolue  de  la  droite  PS  sera  la  même 
par  rapport  à  tous  les  cercles  du  faisceau,  F3  par 
exemple  et  la  même  par  rapport  à  tous  les  cercles 
du  faisceau  complémentaire  F,. 

Si  nous  posons 


angle  {lia)  = 

=«, 

a 

=  p; 

S 

angle  (<2«)  = 

a'. 

nous 

aurons 

Puissance  de  PS 

= 

tan 

o- 

a 

-  tan 

n 

Avec  les  deux  tangentes  d'un  autre  quelconque  des 
cercles  du  faisceau,  nous  aurons  également  : 

Puissance  de  PS  =  tan  g-  tan  g—  =  tan"  —  tang  —  =...  =  const. 
Les  bissectrices  des  angles  compris  entre  PS  et  t^ 
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ou  PS  et  le  prolongement  de  ^2  donnent  lieu  à  un  pro- 
duit de  tangentes  trigonoinétriques  constant;  donc  ces 
bissectrices  forment  une  involution  d'axe  principal  PS. 

11  reste  cependant  quelques  observations  à  faire  : 

1°  Cliaque  tangente  t,  est  commune  à  deux  cercles 
du  faisceau,  F3  par  exemple,  ou  à  un  cercle  de  T  3  et  à 
un  de  F'^,  suivant  l'angle  dans  lequel  elle  se  trouve. 

Dans  le  premier  cas,  t,  est  la  première  tangente  pour 
uii  cercle  et  la  deuxième  pour  l'autre,  puisqu'elle  sé- 
pare les  deux  cercles.  La  première  fois,  il  s'agira  de  la 
bissectrice  de  langle  entre  PS  et  cette  tangente.  La 
seconde  tuis,  il  s'agira  de  la  bissectrice  du  supplément 
du  mêuK-;  angle  pris  en  sens  contraire. 

Dans  le  second  cas,  la  tangente  t.^,  par  exemple,  est 
chaque  fois,  deuxième  tangente.  Pour  le  cercle  de  Fj 
nous  aurons  la  bissectrice  de  l'angle  entre  PS  et  le 
prolongement  de  ?2,  tandis  que  pour  le  cercle  de  F'j  ce 
sera  la  l)issectrice  de  l'angle  entre  PS  et  t^  elle- 
même. 

Dans  chaque  cas,  toute  bissectrice  est  univoque- 
ment  liée  à  sa  conjuguée  et  celle  relative  au  second 
cercle  forme  un  rayon  perpendiculaire  au  précédent, 
mais  sans  être  conjugué  avec  lui. 

Le  raisonnement  est  identique  pour  F4  et  ¥',^. 

2"  Nous  avons  dit  que  PS,  à  cause  de  la  puissance, 
était  l'axe  principal  de  l'involution.  jNous  pouvons 
encore  remarquer  que  PS  correspond  aux  tangentes 
confondues  du  cercle  limite  du  faisceau.  La  première 
bissectrice  est  donc  PS  et  la  seconde  lui  est  perpendi- 
culaire. Elle  donne  le  deuxième  axe. 

3"  11  reste  à  examiner  les  rayons  doubles  possibles 
des  involations.  Nous  aurons  deux  cas  principaux,  un 
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avec  les  faisceaux.  F3  et  l'autre  avec  les  faisceaux  h\. 

Avec  les  faisceaux  F3,  deux  alternatives  sont  encore 
possibles,  suivant  que  Pest  dans  l'angle  même  du  fais- 
ceau, ou  qu'il  est  dans  son  supplément. 

Dans  la  première  alternative,  la  puissance  de  PS  sera 
positive;  c'est  également  celle  de  linvolution  et  nous 
aurons  deux  rayons  doubles  possibles .  Ces  rayons 
seront  les  bissectrices  des  angles  entre  PS  et  les  tan- 
gentes des  deux  cercles  du  faisceau  qui  passent  par  P. 

Si  P  est  dans  l'angle  supplémentaire  du  faisceau,  il 
n'y  a  pas  de  cercles  par  P,  donc  pas  de  tangentes  et  pas 
de  rayons  doubles.  D'autre  part,  la  puissance  est  néga- 
tive,5cequi  exclut  déjà  la  possibilité  des  rayons  doubles. 

Dans  le  deuxième  cas,  avec  un  faisceau  F4,  la  puis- 
sance de  PS  est  constamment  positive.  Il  y  a  donc  tou- 
jours deux  rayons  doubles  réels.  Nous  savons  en 
outre,  par  la  planimétrie,  que  nous  avons  toujours  un 
cercle  de  F4  par  P  et  un  de  F'^.  Gomme  précédem- 
ment, les  tangentes  de  ces  cercles  entraînent  les  rayons 
doubles. 


[K'9a] 
SIR  L'ORIENTATION  D'UN  GROUPE  DE  DROITES; 

Par    F.     GONSETH, 

Docteur  es  sciences, 
Assistant  à  l'École  Polytechnique  fédérale  de  Zurich. 


1.   Dans  un  précédent  article  ('),  j'ai  démontré  les 
énoncés  suivants  : 

Les  groupes  de  n  droites  d'un  faisceau  qui  ont 

(')   Quelques  propriétés  métriques,  etc.   (1917,  p.  lafi). 
Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVII.  (  \oùt  1917.)  23 
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une  même  ojien talion  forment  un  système  Linéaire 
dont  ta  paire  isotrope  du  faisceau  est  une  paire 
neutre;  ou  encore  : 

Ce  système  linéaire  est  formé  des  groupes  apo- 
laires  à  un  groupe  régulier  fondamental  de 
n  droites.  L'orientation  de  tout  groupe  du  système 
par  rapport  à  chaque  droite  du  groupe  fondamental  est 
nulle. 

Un  groupe  régulier  est^  d'autre  part,  apokiire  à 
la  paire  isotroj>e. 

Remarquons  que  ces  propriétés  sont  de  nature  pro- 
j active. 

Elles  peuvent  èti-e  appliquées  à  l'étude  des  courbes 
algébriques  qui  ont  mêmes  foyers.  La  méthode  offrira 
l'avantage  de  généraliser  fort  simplement  le  procédé 
projeclif  qui  est  classique  dans  le  cas  particulier  des 
coniques  confocales. 

2.  a.  Deux  courbes  algébriques  de  /<"'"''  classe, 
r„  et  r* ,  sont  confocales  lorsque  toute  droite  isotrope 
qui  touche  Tune  touche  aussi  l'autre.  Par  conséquent  : 

L^ensemble  des  confocales  à  T,i  forme  un  système 
linéaire  tangent  ici  auquel  on  parvient  en  construisant 
le  système  linéaire  de  moimb-e  dimension  qui  com- 
prend Tu  et  toutes  les  courbes  de  /i'"°**  classe  formées 
de  l'ombilicale  (conique  dégénérée)  et  d'une  courbe 
arbitraire  de  (;?  —  a)'^"""  classe.  Ce  système  a  la  dimen- 
sion N(/i  — =  a)  -4-  1 . 

Supposons  que  d'un  point  P  arbitraire  on  ait  mené 
les  groupes  de  tangentes  à  Yn  et  à  ses  confocales.  Ces 
groupes   forment  natureileuient   un  système  linéaire, 
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tlonl  la  dimension  ne  surpasse  pas  n —  i;  il  existe  en 
eilet  X  ^  "-3'  confocales  à  r,|  qui  sont  formées  d'une 
courbe  de  (n  —  ,1  )"'"''  classe,  de  la  paire  ombilicale  et 
du  point  P;  toute  droite  tanf;ente  à  une  confocale  Ù 
(ditrérente  des  précédentes)  l'est  également  à  toutes 
les  confocales  du  système  linéaire  construit  sur  ù  el 
les  précédentes;  enfin 

.\  (  rt  —  2  I  ^  I  —  N  (  n  —  3  )  -  I  =  n  —  i. 

D'autre  part  tout  i^roupe  comprenant  la  paire  iso- 
trope est  un  groupe  de  tangentes;  donc  les  groupes  de 
tangentes  menées  de  P  à  toutes  les  confocales  à  T,, 
forment  un  système  linéaire  dans  lequel  la  paire 
isotrope  est  neutre.  D'après  les  résultats  rappelés  au 
n"  1  ces  groupes  ont  même  orientation. 

Tout  groupa  indépendant  de  foyers  est  une  confo- 
cale réduite  à  n  points.  Si  nous  supposons  que  F^  est 
une  courbe  réelle,  un  de  ces  groupes  est  formé  de 
n  points  réels,  et  l'on  obtien*  l'énoncé  de  Laguerre. 

Tout  groupe  de  tangentes  menées  de  P  à  r„  ou 
à  ses  confocales  a  la  même  orientation  que  le  groupe 
des  droites  allant  aux  n  foyers  réels  de  r„. 

l/.  L  i  considération  du  groupe  régulier  fondamental 
mène  à  un  second  énoncé  qui  généralise,  comme  le 
précédent,  une  propriété  bien  connue  des  coniques 
confocales. 

Clierclious,  piruii  les  confocales  qui  passent  par  P, 
celles  qui  peuvent  v  admettre  une  tangente  station- 
naire.  Il  faut  pour  cela  qu'un  certain  nombre  des  tan- 
gentes d'un  groupe  viennent  à  coïncider.  Or,  cbaque 
droite  du  groupe  fondamental  doit  être  considérée 
comme  un  groupe  de  n  droites  confondues,  et  aucune 
autre  droite  ne  jouir  de  cette  propriété.  Donc  ; 
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Les  seules  n  droites  du  groupe  régulier  fonda- 
mental ont  en  P  un  contact  du  {n — ■  i)"""®  ordre 
rt^•f?c  une  et  par  consrque/it  acec  yy'"~'''^'-  confocales 

à  r„. 

c.  Soient  r,  et  Fo  deux,  courbes  de  n'"'"^'-'  classe,  et  F^ 
une  courbe  de  leur  falsce.ui  tungenliel;  soit  enlin  P 
un  fojer  de  celte  dernière.  Les  groupes  de  tangentes 
menées  de  P  à  F,  et  ci  Y.,  (  et  par  conséquent  à  toutes 
les  courbes  du  faisceau  laui^entiel  de  ces  dernières) 
ont  même  orientation  ('i. 

Les  groupes  de  tangentes  menées  de  P  aux  courbes 
du  faisceau  tangentiel  qui  contient  F,,  Fo  et  F3  forment 
une  involu^ion  qui  est  déterminée  par  deux  groupes, 
par  exemple  par  celui  des  tangentes  à  F,  (qui  est  arlîi- 
traire)  et  celui  des  tangentes  à  F:j  i  qui  contient  la 
paire  isotrope  de  P).  Cette  involution  est  donc  com- 
prise dans  le  système  linéaire  contenant  le  premier 
groupe  et  tous  les  groupes  formés  de  la  paire  isotrope 
et  de  n  —  2  droites  arbitraires,  ce  qui  démontre 
l'énoncé. 

d.  Fixons  une  direction,  r/,  et  cherchons  les 
points  P  tels  que  le  groupe  des  tangentes  menées  de  P 
à  Y  n  ait,  par  rapport  à  d,  une  orientation  nulle.  Pour 
tout  point  du  plan  il  existe  un  groupe  régulier  de 
n  droites,  dont  une  droite  composante  est  parallèle 
à  d.  Soient  M,,  ...,  M,,,  les  points  à  l'infini  des 
droites  de  ce  groupe.  Les  points  P  doivent  être  tels 
que  les  tangentes  menées  à  Y n  et  les  tangentes  menées 
à  la  courbe  formée  des  n  points  M,  forment  deux 
groupes  apolaires.  Or,  en  général^  l'énoncé  suivant  est 
vrai  : 

(')  G.  Hu.MBERT,  Nouvelles  Annales,  iSgS. 
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Les  poinls  d'où  les  tangentes  menées  à  deux 
courbes  de  /?'"""'  classe  forment  deux  groupes  apo- 
laires,  sont  sur  une  courbe  C«  de  n'*'^^  ordre. 

Dans  noire  cas  particulier  C^  passe  par  les  points  M,; 
ses  directions  asvniptotiqiies  forment  un  i;roupe  régu- 
lier. 

Lorsque  d  tourne  autour  d'un  point,  les  courbes  G„ 
décrivent  un  faisceau  ponctuel,  car  pour  tout  point 
commun  à  deux  d'entre  elles,  l'orientation  du  groupe 
des  tuigentes  k  r„  est  la  même  par  rapport  à  deux 
directions  ditrérenles,  et  par  conséquent  indéterminée 
pour  toute  direction.  Ces  points  d'intersections  sont 
les  71- foyers  de  F,,. 

Le  faisceau  des  courbes  de  /i'*"'"*^  ordre  qui  passent  par 
les  n-  foyers  de  r,^  est  donc  très  remarquable.  L'orien- 
tation du  groupe  des  tangentes  menées  des  points  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  à  F,,  est  constante  ; 
leurs  directions  asymptotiques  forment  une  imo- 
lution  absolue. 

3.  Dans  l'espace,  deux  groupes  de  n  plans  d'un  fais- 
ceau d'axe  <i  ont  même  orientation  lorsque  les  groupes 
de  droites,  qu'on  obtient  en  les  coupant  par  un  plan  - 
perpendiculaire  à  d,  ont  eux-mêmes  une  même  orien- 
tation; un  groupe  de  plans  est  régulier  en  même  temps 
que  le  groupe  de  ses  droites  d'intersection  par  -.  Le 
faisceau  d'axe  d  contient  deux  plans  isotropes  qui 
coupent  —  suivant  deux  droites  isotropes  (parce  que  ~ 
t'st  perpendiculaire  à  d)  ;  en  outre  deux  groupes  de 
plans  sont  apolaires  en  même  temps  que  les  groupes  de 
droites  qu'on  obtient  en  les  coupant  par  un  plan  arbi- 
traire, par  —  spécialement.  Il  en  résulte  que  les 
énoncés  du  n°  1  sont  équixalents  aux  suivants  : 
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Un  groupe  régulier  de  plans  {cV un  même  fais- 
ceau) est  apolaire  à  V om,bilicale . 

Les  groupes  de  plans  [d'un  faisceau)  qui  ont 
même  orientation  forment  un  système  linéaire  dans 
lequel  la  paire  de  plans  isotropes  du  faisceau  est 
une  paire  neutre. 

Ce  système  linéaire  est  formé  des  groupes  apo- 
laires  à  un  groupe  régulier. 

4.  a.  Les  cônes  contocaux  à  un  c<)ne  de  //'•'O'"'  classe 
r,,  s'obtiennent  en  forinani  le  système  linéaire  tan- 
gentiel  de  moindre  dimension  qui  comprend  F,,  et 
tous  les  cônes  (de  même  sommet)  composés  du  cônt* 
isotrope  et  d'un  ame  arbitraire  de  {n  —  2y<^™e  classe. 
Les  n  axes  focaux  d'un  c("tne  réel  forment,  en  parti- 
culier, un  cône  confocal  de  ce  dernier,  dégénéré  en 
n  droites. 

Un  raisonnement  identique  à  celui  du  n"  2  conduit 
directement  aux  énoncés  suivants  : 

Le  groupe  des  plans  tangents  menés  d'une  droite 
à  un  cône  réel  r„  de  /i"'""'  classe  a  la  même  orien- 
tation que  le  groupe  des  n  plans  joignant  cette 
droite  aux  n  axes  focaux  de  r,j   (Laguerre). 

Dans  tout  faisceau  d'axe  d,  il  y  a  n  plans  qui 
ont  le  long  de  d  un  contact  du  (fi  —  ly»™"  ordre  avec 
un  et  par  conséquent  avec  ao^'"~^'^'  cônes  confocaux 
à  T„.  Ce  groupe  de  n  plans  est  régulier. 

h.  Les  cônes  confocaux  à  un  c<)ne  G,,  du  /i"''"'^  ordre 
forment  le  système  linéaire  de  dimension  minimale 
qui  comprend  C«  et  les  cônes  de  /i'*"""*  ordre  (de  même 
sommet)  foruiés  du  cône  isotrope  et  d'un  cône  arbi- 
traire de  [n  —  2)''""''  ordre.  Les  n  plans  focaux  d'un 
cône  réel,  en  particulier,   forment   un  cône  confocal 
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rt'tluit  à  n  yhxws.  D'où  l'on  ficduit,  comme  plus  Ituul  : 

Le  ^'foupe  des  n  droi/es  d'intersection,  d'an 
cône  C«  n-eL  de  //'*'"'*  ordre,  par  ti/i  plan  passant 
par  le  sommet  de  celui-ci,  a  la  même  orientation 
que  le  groupe  des  droites  d' intersection  des  n  plans 
focaux  de  C^  (La^nerre). 

Dans  tout  faisceau  de  droites,  dont  le  centre  est 
au  sommet  de  C/,,  il  se  trouve  n  droites  le  long 
desquelles  le  plan  tangent  à  un^  et  par  conséquent 
à  X  i^'"-3+i  cônes  confocaux  à  G„  a  un  contact 
du  {n  —  i^pme  QydpQ^  Qq  groupe  de  n  droites  est 
régulier. 

5.  Par  la  même  méthode,  c'est-à-dii'e  par  des  con- 
sidérations purement  projectiles,  et  en  n  introduis 
sant  qu'au  dernier  moment  les  conditions  de  réa-^ 
lité,  on  pourrait  démontrer,  en  même  temps  que 
d'autres  semblables,  l'énoncé  j^énéral  suivant,  dCi 
encore  à  Laguerre  : 

Le  groupe  des  mn  tangentes  commufies  à  deux 
courbes  algébriques,  T,i  de  «,'''™*  classe  et  T,n  de 
in'^"*^  classe,  a  la  même  orientation  que  le  groupe 
des  mn  droites  qui  joignent  tous  les  foyers  réels 
de  r„  à  tous  les  foyers  réels  de  r,,^. 

Il  suffirait  de  se  baser  sur  le  lemne  projectii  sui- 
vant, dont  la  démonstration  n'offre  aucune  difficulté 
spéciale  : 

Les  groupes  de  mn  points  d'intersection,  avec 
une  droite  arbitraire ,  des  groupes  de  mn  tangentes 
communes  à  une  courbe  de  /h'^*"*  classe,  et  aux 
courbes    de    /i""®   classe  d'un  faisceau   tangentiel 
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sont  dans  un  système  linéaire  de  groupes  dont  la 
dimension  ne  surpasse  pas  m. 

Mais  je  me  Ijornerai  à  appliquer  la  métliode  à 
l'énoncé  suivant  qui  se  Irouve  dans  l'ai^licle  déjà  cité 
de  M.  G.  Humbert  : 

Des  groupes  de  n  droites  étant  compris  dans  une 
série  algébrique  à  un  ou  plusieurs  paramètres ,  il 
faut  et  il  suffit^  pour  qu'ils  aient  même  orientation^ 
que  lorsque  p  droites  d'un  groupe  de  la  série 
passent  par  un  point  cyclique,  un  nombre  égal  de 
droites  de  ce  groupe  viennent  à  passer  par  l'autre 
point  cyclique. 

Au  lieu  des  groupes  de  droites,  il  suffit  d'en  consi- 
dérer les  points  à  l'infini.  Supposons  donc  qu'une 
série  de  groupes  de  /i  points,  sur  la  droite  de  l'infini, 
possède  la  propriété  distinctive  énoncée  ci-dessus.  Le 
système  linéaire,  de  dimension  minimale,  qui  la  con- 
tient, possède  la  même  propriété,  et  ne  peut  donc 
avoir  la  dimension  maximale,  «.  Si,  d'autre  part,  sa 
dimension  est  intérieure  à  n  —  i,  je  le  complète  par 
des  groupes  réels,  successifs,  jusqu'à  ce  que  sa  dimen- 
sion soit  exactement  ?i  —  i . 

Et  maintenant  je  puis  fixer  arbitrairement  n  —  i 
points  d'un  groupe,  pour  déterminer  ce  dernier;  je 
choisis  n  —  2  points  au  hasard,  et  un  cyclique;  par 
hypothèse  l'autre  cyclique  doit  aussi  faire  partie  du 
groupe;  la  paire  ombilicale  est  donc  neutre. 

Les  groupes  de  droites  en  question  ont  bien  même 
orientation. 

La  réciproque  ne  paraît  pas  laisser  concourir  des 
éléments  imaginaires  quelconques. 
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TOIT  i\Oi\IBUE  PIIEMIEK  DE  LA  FOUiME  4/'  +i 
EST  li\E  SOMME  DE  DEIX  CADRÉS  ; 

Par  m.  m.  GIIALAUX, 

C.Tpitaine  d'Artillerie. 


1.  On  démontre  souvent  cette  proposition  célèbre 
en  établissant  tout  d'abord  le  théorème  suivant  : 

7'ouf  diviseur  d'une  somme  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux  est  lui-mè/ne  une  somme  de  deux 
carrés. 

Je  vais  montrer  qu'il  suflit  de  s'appujer  sur  le  lemme 
plus  particulier  que  voici,  dont  la  démonstration  est 
plus  simple  : 

Si  un  nombre  premie)\  somme  de  deux  cariés, 
divise  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux,  le  quotient  est  lui-même  une  somme  de  deux 
carrés  pi-emiers  entre  eux. 

Soient  en  effet/»  =  a-  -+-  h-  le  nombre  premier  con- 
sidéré,  A^H- B-  la  somme  de  deux  carrés  premiers 
tmtre  eux  qu'il  divise,  m  le  quotient 

(i)  pin  =  ia'^ -k- b-)m  =  k^^  ïi', 

a  et  b  étant  évidemment  premiers  entre  eux,  l'équation 

indéterminée 

ax  H-  by  =  A 

admet    une   infinité   de   solutions   en  nomijres  entiers 


(  3o6  ) 
données  ]>ar  les  formules 

(2)  X  =  x»-^  ùl, 

(3)  j'  =  ro— «'■) 

le  couple  (Xo,  J'o)  constituant  une  solution  particu- 
lière, À  étant  un  entier  arbitraire. 

Posons 

bxo—  ayo—  Gq, 

(4)  6:!7— a/ =  G  =  Co4- («--f- 62)X. 

On  a  les  identités 

(5)  (aî+62)(^5'4-^i5)  =  A^+C§, 

(6)  (a2+è2)(a72-+- X")  =  ^"-^-^2. 

On  tire  de  (i)  et  (5) 

B2_G2  =(B-Co)(B-i-Go)  =  o         [mocl(a2+62)]; 

a^-\-l)^=ip  étant  premier  divise  donc  au  moins  l'un 
des  nombres  B — -Co,  B  +  Co-  Comme,  dans  l'éga- 
lité (i),  B  n'intervient  que  par  son  carré,  on  peut  sup- 
poser que  c'est  B —  C©-   Soit  alors 

B  — Go  =  («-^-^6^)tJt, 

u   étant    entier.    Si    Ton    fait    dans    les    formules  (2) 

et  (3) 

il  vient,  d'après  (4), 

G  =  B, 

et,  d'après  (6), 

Aï  _i-  B2 

D'autre  part,  x  et  y  sont  premiers  entre  eux,  car  un 
diviseur  comuiun  de   ces  nombres  diviserait  aussi  A 


(  •^o;  ) 
et  B,  eu  \ertu  des  égalités 

«  r  —  by  =  A.  bx  —  ay  —  B, 

et  A  el  J^  sont  supposés  premiers  eiilre  eux.  Le  lemme 
est  (loue  complètement  établi. 

2.  Cela  posé,  le  théorème  sur  les  nombres  premiers 
(le  la  forme  4/^  +  1  s'établit  aisément,  par  une  méthode 
de  récurrence. 

Tout  d'abord,  il  résulte  des  éléments  de  la  théorie 
des  résidus  quadratiques  que  tout  nombre  premiei- 
4/?  +  i  divise  une  somme  de  deux  carrés  premiers 
entre  eux.  et  qu'au  contraire  un  nombre  premier 
4«-r-3  ne  divise  jamais  une  pareille  somme  (cela 
revient  à  dire  que  — i  est  résidu  quadratique  des 
nombres  de  la  première  forme,  et  non-résidu  de  ceux 
de  la  seconde). 

Soit  alors  p  un  nombre  premier  ^n  ^  \ . 

Supposons  le  théorème  recoimu  exact  pour  tous 
les  nombres  premiers  de  cette  même  forme,  infé- 
rieurs à  p.  Je  dis  qu'il  est  vrai  pour  p. 

En  effet,  p  divise  une  somme  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux  A^  +  B-.  On  peut  supposer 

2  2 

sans  quoi  l'on  remplacerait  A   et  B  par  leurs  résidus 
(niod/j),  de  valeur  absolue  minimum.  Posons 

pm  =  A2— B2. 
On  a 

A2-r-B2  p 

m  — <  —  • 
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m  divisant  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  ne  peut  avoir  comme  facteurs  premiers  que  2(') 
et  des  nombres  de  la  forme  ^/i  +  i,  naturellement 
tous  plus  petits   que  p.    Soit  p'  un  de   ces  derniers. 

Posons 

m  =  m' p  , 

d'où 

pm'p'  =  A2-H  B-. 

Le  nombre  premier  p'  est,  par  hypothèse,  somme  de 
deux  carrés.  Par  conséquent,  et  par  application  du 
lemme  du  n°  1,  pm'  est  somme  de  deux  carrés  pre- 
miers entre  eux. 

Si  m'  contient  encore  un  ou  plusieurs  facteurs  j)re- 
miers  /^n-^i^on  continuera  de  même  et  l'on  par- 
viendra finalement  k  ce  résultat  que  p  ou  ip  est  une 
somme  de  deux  carrés.  Le  second  résultat  entraîne  le 
premier,  en  vertu  de  l'identité 


3.  On  sait  que  Fermât  affirmait  posséder  la  démon- 
stration du  théorème.  Dans  le  seul  passage  où  il  ait 
donné  quelque  idée  de  ces  méthodes,  il  dit  procéder 
par  récurrence. 

La  démonstration  donnée  ici  pi'ésente  ce  caractère. 
En  outre,  elle  repose  sur  des  considérations  très  sim- 
ples et  ne  fait  aucun  appel,  patent  ou  déguisé,  à  des 
théories  telles  que  celle  des  fractions  continues.  Il 
n'est  donc  pas  impossible  qu'elle  se  rapproche  de  la 
démonstration  originale  de  Fermât. 


(')  A  la  première  puissance  seulement,  car  2^  ne  poui'rait  diviser 
A'^  B-  sans  que  A  et  B  fussent  tous  les  deux  pairs,  ce  qui  n'est  pas, 
puisque  ces  nomln'es  sont  premiers  entre  eu\. 


(  -o.)  ) 
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REMAROIES 

SUR  l.\  ARTICLE  DE  M.  (iOORIIAiiHTIGII  ; 

Par  m.  F.  BA.LITRAND. 


Dans  rarticle  dont  il  s'agit  (1916,  p.  241),  M.  Goor- 
niaghtigh  a  déduit  des  propriétés  d'une  hvpocycloïde 
à  trois  rebroussements  (H3)  certaines  propriétés  d'une 
cardioïde  (C),  en  passant  par  l'intermédiaire  d'autres 
courbes,  notamment  du  tolium  de  Descartes.  Cette 
déduction  peut  se  faire  directement,  si  l'on  remarque 
que  (H3)  peut  être  projetée,  ou  transformée  liomogra- 
phiquement,  suivant  (C)  et  réciproquement. 

Soient  A,  B,C  les  points  de  rebroussement  d'une  (H;î); 
M,  N,  P  ses  sommets;  F  son  centre;  I  et  J  les  points 
cycliques  de  son  plan.  Faisons  une  projection  telle 
que  B  et  C  deviennent  les  points  cycliques,  b  et  c,  du 
nouveau  plan.  (Hj)  deviendra  une  cardioïde  qui  aura 
pour  troisième  point  de  rebroussement  «,  projection 
de  A;  pour  foyer  singulier  triple  /,  j)rojection  de  F  ; 
pour  points  de  contact  de  sa  tangente  double,  i  et  y', 
projections  des  points  cycliques  I  et  J. 

Le  cercle  ABC  se  projettera  suivant  le  cercle  aij '., 
c'est-à-dire  suivant  le  cercle  F',  de  M.  Goormaghtigh  ; 
le  cercle  MNP  suivant  l'hyperbole  H ^ .  On  peut  donc 
ajouter  aux  propriétés  de  cette  dernière  les  suivantes  : 

Elle  est  bitangente  au  cercle  \\  aux  points  i  et  j  ; 
Elle  est  tvitangente  à  la  cardioïde. 

Les    points   de    contact    avec    cette    courbe   sont  le 
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soinmel  m  et  les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les 
droites  isotropes  issues  de  son  foyer. 

Gela  posé,  la  transformation  des  propriétés  fonda- 
mentales et  classiques  de  (H3)  conduit  pour  (G)  aux 
suivantes,  qui  complètent,  pour  une  partie,  celles  qui 
ont  été  données  par  M.  Goormaghtigh  : 

Une  tangente  à  (G)  au  point  q^  coupe  La  courbe 
en  deux  autres  points  r  et  s;  les  tangentes  en  ces 
points  se  rencontrent  en  t  sur  H'j  ; 

Elles  divisent  harniojiiciuement  le  segment  ij; 

La  tangente  en  t  à  \\\  et  la  troisième  tangente 
à  (G),  issue  de  ce  point,  divisent  liarmoniciuement 
le  segment  ij; 

Cette  troisième  tangente  et  la  tangente  rs  se 
coupent  sur  H'^  et  divisent  harmoniquement  le 
segment  ij] 

Si  la  tangente  rs  varie,  le  conjugué  harmonicjue 
du  point  où  elle  rencontre  la  droite  ij,  par  rapport 
aux  points  r  et  5,  décrit  \{\  ; 

La  droite  tf  passe  par  Vun  des  points  de  rencontre 
de  rs  avec  H, . 

Inversement,  les  propriétés  de  la  cardioïde  four- 
nissent [)ar  la  même  transformation  des  propriétés 
correspondantes  pour  l'iiypocjcloïde.  Par  exemple,  les 
propriétés  relatives  au  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  (C)  [Nouv.  Ann.,  191  5,  p.  21G) 
fournissent  les  suivantes  pour  (H3)  : 

Si,  par  un  point  de  rehroussement  A  d'une  (H3), 
on  mène  une  droite  qui  coupe  la  courbe  en  H  et  K, 
les  tangentes  en  ces  points  divisent  harmoniquement 
le  segment  BG  des  deux  autres  points  de  rebrous- 
sement: 


(  ^^11  ) 

Le  point  d'^  concours  L  drs  tangentes  en  \l  et  K 
décrit  une  conique  (jui  passe  en  B  et  G,  où  elle  touche 
les  tangentes  de  r(d>ronssenient^  et  en  M  oCi  elle 
touche  (H;,)  ; 

Le  conjugué  harmonique^  par  rapport  à  H  e/  K, 
lia  point  où  la  droite  coupe  BC,  décrit  une  conique 
circonscrite  à  ABC  et  touchant  en  B  eï  G  les  tan- 
gentes de  rebroussement. 

Lu  propiiéLé  fondamentale  de  la  cardiokle  d'être  la 
podaire  d'un  cercle  par  rapport  à  un  point  de  ce  cercle 
donne,  après  transformation,  la  propriété  suivante  de 
l'hypocycloïde,  peut-être  nouvelle  ; 

Si  Von  joint  un  point  variable  O  d'une  hypocy- 
cloïde  à  ses  points  de  rebroussement^  la  droite  con- 
juguée harmonique  de  OA,  par  exemple^  par  rap- 
port à  OB  et  OG,  enveloppe  une  conique  circonscrite 
à  ABC  et  ayant  pour  sommets  les  points  A  et  M. 

Les  propriétés  projectives  de  l'une  et  l'autre  courbe, 
relatives  à  la  courbure,  se  transforment  aussi  aisément. 
Tl  suffit  pour  cela  d'observer  que  le  cercle  osculateur 
en  un  point  de  la  cardioïde,  par  exemple,  devient  une 
conique  ayant  un  contact  du  second  oi'dre  avec  (H3), 
au  point  correspondant,  et  passant  en  outre  en  B  et  C. 
Le  point  de  rencontre  des  tangentes  à  la  conique  en  ces 
points,  correspond  au  centre  du  cercle  osculateur.  De 
plus,  la  conjuguée  harmonique  de  la  tangente  au  point 
de  contact,  par  rapport  aux  droites  qui  le  joignent  à  B 
et  C,  passe  par  ce  point  de  rencontre.  Il  en  résulte, 
d'après  une  propriété  bien  connue  de  (C),  que  si  l'on 
considère  les  coniques  passant  en  ^  et  C  et  ayant 
un  contact  du  second  ordre  avec  (H;,),  le  lieu  du 
pôle  de   BC,  par  rapport  à  ces  coniques,   est  une 
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quartiqiie  de  troisième  classe  ayant  B  ef  G  pour 
points  de  rebroussement. 

On  peut  généraliser  les  propriétés  précédentes,  et 
les  étendre  à  une  quartique  de  troisième  classe  quel- 
conque, en  remarquant  que  la  cardioïde,  comme 
d'ailleurs  riiypocjcloïde,  peut,  par  une  transformation 
homographique  convenablement  choisie,  donner  n'im- 
porte quelle  quartique  à  trois  rebroussemenls  (' ).  Puis, 
par  une  transformation  dualistique,  arriver  aux  propo- 
sitions correspondantes  pour  les  courbes  du  troisième 
ordre  et  de  quatrième  classe,  c'est-à-dire  pour  les 
cubiques  unicursales. 

Ainsi  le  théorème  suivant  :  Le  lieu  des  points  d'où 
Vo7i  peut  mener  à  une  (II3)  trois  tangentes  ayant 
leurs  points  de  contact  en  ligne  droite  est  le 
cercle  ABC,  donne  comme  pi'oposition  corrélative  : 
L'emeloppe  des  droites  qui  coupent  une  cubique 
unicursale  en  trois  points  tels  que  les  tangentes  à  la 
cubique  en  ces  points  concourent^  est  la  conique 
inscrite  au  pentagone  formé  par  les  tangentes 
d'inflexion  et  les  tangentes  au  point  double. 

De  même,  la  propriété  fondamentale  de  (C)  d'être  la 
podaire  d'un  cercle  par  rapport  à  un  de  ses  points, 
fournit  pour  les  cubiques  unicursales,  le  théorème 
suivant  : 

Soient  A,  B,  C  les  points  d'inflexion  d^une 
cubique  unicursale  et  a,  [i,  y  les  tangentes  en  ces 
points;  si  l'on  prend  le  conjugué  harmonique  du 
point  oit  une  tangente  mobile  à  la  cubicjue  coupe  a, 
par  rapport  aux  points  où  elle  coupe  ,3  et  y,  le  lieu 
de  ce  point  est  une  conique  inscrite  au  triangle  des 


C)    Voir  Gomes  Teixeiiîa,  Courbes  spéciales  remarquables,  t.  J, 

p.    •.!.")7,    cl    t.    II,    p.    K)/^. 
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tangentes  d'injlexion  et  tuiiv liant  lit  cuùique  au 
point  de  contact^  avec  cette  courbe^  de  la  tangente 
issue  de  A. 

(Quelque  tlillV'rents  que  soient  eu  apparence  les  deux 
ihéorèiues  précédents,  ils  ne  résultent  pas  moins  l'un 
de  l'autre,  au  moyen  de  deux  transformations  homo- 
*;rap!ii(jnes   suivies   d'une  transformation  dualistique. 


[L114] 

SLR  \m\  l'KOPOSITIOXS  DE  LAGIIEIIRE  ; 

P.vit  AI.   H.   BOUVAIST. 


Je  me  propose  de  donner  des  démonstrations  des 
deux  propositions  de  Lai;  uerre  si<;nalées  par  M.  Fontené 
dans  le  numéro  fie  juin  i()i()des  Nouvelles  Annales 

(p.  271). 

pRE\riKRE  PKOPOsiT[0>.  —  Le  cevcle  pédal  d  un 
point  fixe  par  rapport  aux  triangles  inscrits  à  une 
conique  et  circonscrits  à  une  autre  a  pour  enveloppe 
une  anala gmatique  du  quatrième  ordre. 

Désignons  par  J  les  Iriangles  inscrits  dans  une 
conique  (S)  et  circonscrits  à  une  conique  (S');  deux 
quelconques  de  ces  triangles  sont  conjugués  à  une 
conique  (!'),  par  rapport  à  lac[uelle  (S)  et  (S')  sont 
polaires  réciproques;  les  cercles  (C)  circonsciits  aux 
triangles  (T)  son!  donc  orthogonaux  au  cercle  de 
Monge  de  (-).  Deux  de  ces  cercles  et  deux  seulement 
se  décomposeront  à  une  droite  et  la  droite  de  l'infini, 
ce    sont    ceux   qui    ont     pour    un    de    leurs    sommets 

Ann.  de  Matheniat.,  [^^  série,  l.  X\  II.  (  Anùl  1917)  2_) 
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les  points  à  l'infini  de  (S),  les  cotés  opposés  seront 
respectivement  les  tangentes  menées  à  (S')  par  le 
centre  de  (S).  Le  lieu  des  centres  des  cercles  (G)  sera 
donc  une  conique  dont  les  directions  asymptotiques 
seront  perpendiculaires  aux  tangentes  menées  à  (S') 
du  centre  de  (S).  En  résumé,  les  cercles  (C)  envelop- 
pent une  analagmatique  du  quatrième  ordre  [  ro/r, 
pour  étude  analytique  de  celte  question,  ma  solution 
de  la  question  pi'oposée  1704*"  {i\ous\  Ann.^  '9'6, 
p.  ,84)]. 

Ceci  posé,  on  en  déduit  immédiatement  que,  par  un 
point  quelconque  P  du  plan,  passent  deux  cercles  (G), 
c'est-à-dire  que  le  lieu  des  centres  des  coniques  admet- 
tant par  foyer  le  point  P  et  inscrites  aux  triangles  T, 
est  une  conique. 

D'autre  part,  les  cercles  (G|  )  passant  par  les  projec- 
tions de  P  sur  les  côtés  des  triangles  T  sont  orthogo- 
naux à  un  cercle  fixe,  car  si  l'on  transforme  par  polaires 
réciproques  relativement  à  un  cercle  (T)  de  centre  to  le 
théorème  de  Fauve,  on  obtient  le  suivant  : 

Etant  donnés  un  point  fixe  to  et  une  conique  (D)  les 
cercles  passant  par  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  S  sur  les  côtés  des  triangles  conjugués 
à  (S),  sont  orthogonaux  à  un  cercle  fixe.  La  première 
proposition  est  donc  démontrée. 

Deuxième  propositiojn'.  —  On  considère  une 
ellipse;  soient  u  et  v  les  distances  des  foyers  de 
l'ellipse  an  centre  du  cercle^  de  sorte  que  les  puis- 
sances de  ces  foyers  par  rapport  au  cercle  sont 

Les  conditions  de  fermeture  pour  un  triangle  ou  un 
quadrilatère   circonscrit    à    Vellipse   et   inscrit   au 
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cercle  sont  respectivement  : 


PF' 


a.  Cas  du  triangle.  —  Désii;nons  par  I  et  J  les 
pi)iiiis  cycliques,  par  O  le  centre  du  cercle,  par  F  et  F', 
',2  et  ce'  les  foyers  réels  ou  imaginaires  de  l'ellipse. 
ÏNous  obtiendrons  la  condition  cherchée  en  exprimant 
que  la  droite  a^,  joignant  les  points  d'intersection  du 
cercle  (O )  avec  les  tangentes  IF,  IF'  à  l'ellipse,  est 
langenle  à  cette  dernière.  Soient  A  et  A,  les  axes  radi- 
caux du  cercle  O  et  des  foyers  F  et  F',  ces  droites 
coupent  OF  et  OF'  en  K  et  K',  nous  obtiendrons  les 
points  a  et  ^,  en  prenant  les  points  d'intersection  de  A 
et  A,  avec  les  droites  obtenues  en  faisant  tourner  dans 
le  même  sens,  le  sens  direct  par  exemp  e,  les 
droites  FO,  F'O  d'un  angle  dont  la  tangente  sera  égale 
à  /. 

Si  nous  désignons  s  et  s'  les  points  d'intersection 
de  a|j  avec  FO,  F'O,  par  H  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  O  jsur  a|j,  par  H  et  0'  les  angles  SOII, 

S'OH,  et  enlln  par  &  eto'  les  perpendiculaires  abaissées 
de  1'  et  I''  sur  aj,  nous  aui'ons 

0  =  FS  cose  =  (FK  -M'FKtang6)cos6=:  FK  e'9, 

o'=  F'S'cos9'=  (F'K'—  /F'K'tang6'jcose'=  F'K'e-'^', 


Posons 


oo'=  FK.F'K'e"0-ô''. 


ciuume  aOH  =  ^OH,  nous  aurons 

6 -h  es  =  f)'— -i\         d'où         ôô'=  FK.FK'e-"r+r''; 
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or 

Rcosç=:OK,         Rsinco  =  «FK; 

d'où 

R2 

R  ( cos  c  +  ?sin  cp )  =  e'?  =  0 K  —  FK  =  —^  . 
'  '  Or 

de  même 

R2 

R  (cosc3'+  jsin  cp')  =  e'f'=  OK'—  FK'=  --p- 


d'où  enfin 


,,,       FK.FO.F'K'.F'O  _  PP' 


Si  a|j  touche  l'ellipse,  on  aura 

oo'  =  6-, 

d'où 

PP'=4è^R2. 

^.  Cas  du  quadrilatère.  —  Considérons  en  général 
une  conique  S  et  un  point  P,  deux  rayons  correspon- 
dants d'une  involution  de  sommet  P,  aP|îi,  yPo,  coupent 
la  conique  ï  en  a,  ^,  y.  S,  le  quadrilatère  a^yo  est 
inscrit  dans  une  conique  Z]',  et  le  point  P  a  même 
polaire  par  rapport  à  S  et  S'.  Ce  point  P  est  d'ailleurs 
le  point  de  concours  des  diagonales  de  tous  les 
quadrilatères  inscrits  dans  S  et  circonscrits  à  S'. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  point  de  concours 
i\xe  des  diagonales  de  tous  les  quadrilatères  inscrits 
dans  le  cercle  G  et  circonscrits  à  l'ellipse  donnée,  sera 
le  point  O  intersection  a[i,  yS,  ces  deux  droites  étant 
les  cordes  d'intersection  du  cercle  O  avec  les  tan- 
gentes IF,  IF',JF,  JF'à  l'ellipse.  Fa  polaire  du  point  O 
par  rapport  au  cercle  O  est  visiblement  la  droite  R)  Ro, 
Ri  et  R3  étant  respectivement  les  centres  radicaux  des 
foyers  F  et  F'  et  du  cercle  O,  des  foyers  cp  et  cp'  et  du 
cercle  O.  INous  obtiendrons  donc  la  condition  chercliée 


(  -^'T  ) 
en  écrivant   que  la  droite  II,  Rg  <^  mèine  pùle  par  rap- 
port au  cercle  et  à  relli[)se. 

Soil  (0  le  centre  de  l'ellipse  nous  aurons 


tu  R2  = 


OQi  +  OO.—  IV-—  c^ 
00]  -+-  ÔÔ',  -  R2  -^  c"- 


O)  et  O2  étant  les  projections  Je  O  sur  coPt,,  wPi^, 


R,= 


2  00., 


wR2  = 


lO    —  R2-HC2 
lOOi 


L  i  droite  Pi,  Pi^  aura  niêuie  p»ile  par  rapport  au  cercle 
et  à  l'ellipse  si  l'on  a 

R, 


OOi.wRa  — rt-  =  OO..o)R,  -  6-2 


00,        00. 


oj  R.,        (o  R, 
conditions  qui  se  réduisent  à  la  suivante  : 

■2  00' 


(OW^  — R2—  rt2__6 

Si 


2OO, 


_Oio'  — R2h-c2        Ow'  — R-2— c2 


P  =  OF   —  R2,         P'=  OF'   —  R2, 

P  +  P'=2(Ô^'-   R2^-c2  ),  P  —  P'=:4C.OO,, 

ÔÔÎ  ^  ÔÔ!  =   VUo     ,  p  -^^     __  .^  J.O  ^   07/  ._  R2  _  c2, 


d'où 

[P-+-P'- 


, ,,  r  ioo'      4000      1     , 

^'"^  [p— p  -^P-.P'-4r^~'J^^^' 
(P  +  P'— /,a2)  [PP'-4-  R^(P-i-P'j] 

=  R2(P  +  P')(P->-  P'— 4c-), 
d'où  enfin 

(P  ^P'j  PP'=  4«2HP  -^  4^-l^-(  P  ^  P') 


(  3.8  ) 


I    _    62R2 

4  ""    PP' 


CORRESPOXDWCE. 


M.  F.  Balitrand.  —  Au  sujet  de  la  question  1611. 
—  Elle  est  résolue  dans  le  nouvel  Ouvraj;e  de  M.  G. 
Darbolx  (Principes  de  Géométrie  analytique^  p.  y(3). 

M.  (t.  Darboux  la  considère  connue  nouvelle,  car  il 
dit  : 

<(  Avant  de  continuer  cette  exposition  des  principes 
nous  exauiinerons  une  (juestion  qui  nous  parait  nou- 
velle. » 

Sa  solution,  basée  sur  les  foruiules  d'Olinde  Ro- 
dri^ues  pour  le  déplacement  fini  d'un  solide  invariable 
autour  d'un  point  W'ne^  est  complète;  mais  assez  longue 
et  com))liquée.  On  peut  espéi-er  en  trouver  nne  |)lus 
simple,  surtout  par  voie  syntliétique. 


OIESTIO.\S. 


2324.  Soient  ABC  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans  un 
cercle  de  centre  0  et  M  un  point  pris  sur  l'arc  BC  de  ce 
cercle.  F.a  droite  IVI/V  coupe  BG  en  a.   Démontrer  que 

I      _     I  I 

ivn  ~  MB  ^  MC' 

F.  Balitrand. 
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2323.  Si,  d'un  point  vaiiable  tl'une  droite  li\e  perpendicu- 
laire à  l'axe  d'une  parabole,  on  mène  les  trois  normales  à  la 
courbe,  riiypocvcloïdo  de  Sleiner  du  triangle  formé  par  les 
centres  de  courbure  correspondant  ans.  pieds  de  ces  nor- 
males re.-te  tangente  à  une  flroite  fixe. 

K.    GoORMAGHTKiU. 

2326.  Soient  .\B(;D  un  quadrilatère  inscrit  dan?  un  cercle  O 
de  rayon  R;  P  le  point  de  concours  des  diagonales;  Ij,  I2, 
I;i,  li  les  cercles  inscrits  aux  triangles  ABC,  CDA,  BCD,  DAB, 
de  rayons  /'i,  z^,  /'a,  /"i  ;  /'i«,  /"i/, ,  ''i, ,  etc.,  les  rayons  des 
cercles  exinscrits;  toj,  10-2,  wa,  0J4  les  centres  des  cercles  des 
neuf  points  de  ces  triangles. 

I.  1°  Le  quadrilatère  liIoIaU  est  un  rectangle  dont  les 
côtés  sont  deux  à  deux  également  inclinés  sui-  ceux  du  qua- 
drilatère ABGD; 

■?."  Etablir  les  relations 


^{'■la  -+-  r.2,,  )  =  :^{r3a  -+-  r^r  )  ; 

v/AIi.BI,.CI,  +  V/AI2.CI2.DI3 


1(0  L 


=  v/Bl3.Cr,.Dl3  +  s/Ali. BliDli; 
W2  11  -T-  0)312  =  W3  I3    )-  cui  I;  ; 


/Vj  _   AC 

/~7:  "  BD 


II.  Soient  apY^  'e  quadrilatère  podaire  de  P  par  rapport 
à  ABCD;  ABCD'  le  quadrilatère  obtenu  en  traçant  par  A, 
B,  C,  D   les  parallèles  à  ao,  a[3,  ^y,  y^-  Posons  0P  =  d. 

1"  On  a  les  relations 


aire  otpyo 


R2  —  d-î 


aire  ABCD  2  R2 

a^.yo  _   /BD 


Py.ôoc 


mï 
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i"    Le    rapport    de     similitude    des    quadrilatères    aj^y'^    ^t 

A'B'C'D'  est  ^''~^'  • 

3°  La  droite  de  Newton    du  cjuadr  iialère  afjyo  et  les  diago- 
nales du  quadrilatère  AB(;D  sont  concourantes. 

V.  TmiUAiLT. 


23'27.  Si  sur  chaque  rayon  vecteur  OM  d'une  leniniscate  de 
centre  O,  on  porte,  à  partir  de  O,  une  longueur  égale  au 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  INI,  le  lieu  des  extrémités 
des  longueurs  ainsi  obtenues  est  une  hyperbole  équilatére. 

F.  Balitrand. 

2328.  Etant  donnée  une  leniniscate  de  centre  0  et  de 
sommet  A,  on  mène  un  rayon  vecteur  quelconque  OM  et  Ion 
projette  le  sommet  A  sui'  ce  rayon  vecteur  en  P  : 

i"  Démontrer  que  l'aire  du  secteur  de  lemniscate  AOM  et 
l'aire  du  triangle  OAP  sont  égales.  En  déduire  un  moyen  de 
diviser  un  secteur  de  lemniscate  en  deux  parties  équivalentes, 
avec  la  règle  et  le  compas  et  sans  supposer  la  courbe  tracée. 

2"  La  peipendiculaire  élevée  en  O  à  OM  et  la  normale  en  M 
à  la  courbe  se  coupent  en  Q.  Démontrer  que  l'aire  du 
triangle  MOQ  est  double  de  celle  du   triangle  AOP. 

F.   Balituanu. 


ERKATA. 


Page   2'24,   ligne    12,  ou  lieu  de   ciuisnatiqiie,  lire  cinéma- 
tique. 

Page  Ti!\ ,  ligne  I4  en   remontant,  au  lieu  de  V„  —  10. KL, 
lire    V„  =  w .  K  L . 
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[0'2e,o] 

UECIIERCHCS  (iÉOVIBTItlOlJES  SLR  LE  CENTRE  DE  COLR- 
BLRE  DES  TRAJECTOIRES  DTNE  FAMILLE  QlELCO\Ql]E 
DE  COURRES  PLA\ES  C); 

Par  m.  FARID-BOULAD. 

(Le  Caire.) 


En  posant  la  question  n"2!220  dans  ce  recueil  (4®  série, 
t.  XIV,  mars  I9i4i  p-  i1i)i  M.  d'Ocagne  a  ïa'xl  con- 
naître la  construction  élégante  énoncée  ci-après  du 
centre  de  courbure  des  trajectoires  orthogonales  F  d'un 
système  de  cercles  liomothétiqiies  C  par  rapport  à  un 
pôle  O. 

Le  centre  de  courbure  de  la  courbe  V  répondant 
au  point  M  où  elle  coupe  orthogonaleuient  le  cer- 
cle C,  est  le  pâle  de  la  droite  OM  par  rapport  à  ce 
cercle. 

En  recherchant  une  démonstration  géométrique  de 
ce  théorème,  nous  avons  été  conduit  à  entreprendre  des 
recherches  plus  approfondies  sur  le  centre  de  cour- 
bure des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  quel- 
conque de  courbes  planes  dépendant  d'un  paramètre 
variable,  à  envisager  aussi  le  cas  plus  général  où  la  tra- 
jectoire coupe  sous  un  uiéme  angle  donné  toutes  les 
courbes  de  cette  famille. 


C)  Les  principaux  résultats  de  celte  Note  ont  déjà  fijjurc  dans 
une  autre  Note  insérée  au  Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
t.  XL. 

Ann.  de   llathémat.,  4°  série,  t.  W'IL  (Sept.   '917.)  20 
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Nous  allons  faire  connaître  ici  les  résultats  que  nous 
avons  obtenus.  Ces  résultats  consistent  dans  trois  théo- 
rèmes et  leur  application  dans  divers  cas  généraux. 

1.   Considérons  dans  le  plan  de  la  figure  i  deux  fa- 

Fig.    I. 


milles  quelconques  de  courbes  orthogonales  (C)  et  (T) 
dépendant  chacune  d'un  paramètre  variable.  Soient  y 
et  a  les  deux  centres  de  courbure  respectifs  de  deux 
courbes  (Cj  et  (T)  répondant  au  point  M  où  elles  se 
coupent  orthogonalement. 

Supposons  que  l'angle  droit  yMiji  se  déplace  dans 
son  plan  de  façon  que  son  sommet  M  reste  sur  une 
courbe  continue  <ï>  et  que,  dans  chaque  position  M  de 
ce  sommet,  les  deux  côtés  M  y  et  M  [j.  de  cet  angle  soient 
respectivement  normaux  aux  deux  courbes  (C)  et  (T) 
passant  par  ce  sommet  M.  En  d'autres  termes,  suppo- 
sons que  ces  deux  côtés  soient  respectivement  la  nor- 
male "de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  passant  par 
ce  point  M  dans  sa  nouvelle  position  sur  la  courbe  $. 
Soit  I  le  centre  instantané  de  rotation  correspondant  à 


(  ^^^3  ) 

la  position  de  cet  anj;le  en  un  point  quelconque  M  de 
SI  trajectoire  arbitraire  ^  et  à  cette  dernière. 

Notons  que  les  deux  centres  de  courbure  y 
et  |a.  répondant  au  point  de  croisement  jM  des  deuv 
courbes  (C)  et  (T)  sont  aussi  les  deux  centres  instan- 
tanés de  rotation  correspondant  respectivement  aux 
deux  positions  de  l'angle  yMtj.,  en  ce  point  M,  en  pre- 
nant respectivement  ces  deux  courbes  (C)  et  (T) 
comme  trajectoire  <I>  du  sommet  M  de  cet  angle. 

Cela  posé,  les  centres  y,  I  et  y.  donnent  lieu  au  tbéo- 
rème  suivant  : 

ThÉORÈ.UE  I,   DIT  «    DES  CEIVTRES  ALIGNÉS    ».    Quelle 

que  soit  la  trajectoire  O  du  sommet  M  de  l'angle 
droit  vMjjL,  les  trois  centres  y,  1  et  <x  répondant  à  un 
point  M  de  cette  trajectoire,  sont  en  ligne  droite. 
Si  cette  trajectoire  <I>  coupe  sous  un  même  angle 
toutes  les  courbes  (C)  de  la  famille  considérée,  le 
centre  instantané  l  correspondant  à  la  position  du 
sommet  de  cet  angle  en  un  point  M  de  cette  trajec- 
toire oblique  est  aussi  le  centre  de  courbure  de  cette 
trajectoire  répondant  à  ce  point  M.  La  droite  yjj. 
corresponda/it  à  un  point  M  est  le  lieu  des  centres 
instantanés  de  rotation  I  correspondant  aux  posi- 
tions de  l'angle  droit,  en  ce  point  M,  pour  une  in- 
finité de  trajectoires  cjuelconques  ^  passant  par  ce 
point  M.  Cette  droite  est  encore  le  lieu  des  centres 
de  courbure  en  ce  même  point  M  de  ces  dii-erses 
trajectoires  si  chacune  d^ elles  coupe  sous  un  même 
angle  constant  toutes  les  courbes  (C). 

Remarque  importarte.  —  On  sait  que,  quelle  que 
soit  la  trajectoire  <ï>,  si  P  et  Q  sont  les  points  de  con- 
tact des  deux  côtés  M  y  et  Mtji  de  cet  angle  droit  avec 
leurs  enveloppes,  le  centre  instantané  I  est  le  point  de 
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concours  de  la  normale  en  M  à  la  trajectoire  O  et  des 
deux  perpendiculaires  élevées  respectivement  en  P 
et  Q  à  ces  deux  côtés. 

Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  un  centre  instantané  I 
répondant  à  un  point  M,  il  suffit  d'adopter  une  trajec- 
toire 4>  de  ce  point  telle  que  sa  normale  en  ce  point  M 
soit  connue  et  que  l'un  des  deux  points  de  contact  P 
et  Q  soit  déterminé  aisément. 

Alors,  si  l'on  connaît  le  centre  de  courbure  y  de  la 
courbe  (G)  répondant  à  ce  point  M  et  si  l'on  a  obtenu 
l'un  des  deux  points  P  et  Q,  par  exemple  le  point  P, 
on  aura  immédiatement  le  centre  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire (T)  en  ce  point  au  point  d'intersection  de  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  avec  la  droite  joignant 
le  centre  y  au  point  de  concours  I  de  la  normale  en  M 
à  la  trajectoire  <I>  et  de  la  perpendiculaire  en  P  à  la 
droite  M  y. 

Si  la  famille  de  courl)es(G)  est  définie  par  une  trans- 
formation géométrique  ponctuelle,  on  prendra  comme 
trajectoire  convenable  <1>  le  lieu  des  points  situés  sur  les 
courbes  (C)  et  qui  sont  les  points  correspondants  du 
point  M.  Ces  points  s'obtiennent  par  cette  transfor- 
mation. 

S'il  s'agit  à  présent  de  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  M  d'une  trajectoire  oblique  <ï>  qui 
coupe  sous  un  même  angle  donné  toutes  les  courbes  de 
la  famille  considérée  (C),  il  suffit  d'avoir  le  centime  de 
courbure  [jl  de  la  trajectoire  orthogonale  (T)  répon- 
dant à  ce  point  M  et  de  prendre  ensuite  comme 
centre  de  courbure  cherché  I  le  point  d'inter- 
section de  la  droite  y|ji  arec  la  normale  en  M  à  cette 
trajectoire  <I». 

Démonstration.  —  Considérons  sur  la  trajectoire  <ï> 
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{Jîg-  -i)  un  |)oint  M'  iiiCmunent  voisin  de  M.  Appelons 
(C)  et  (T')  les  deux  courbes  respectives  des  deux 
familles  (C)  et  (T)  qui  se  coupentortliogonalement  en 


ce  pointM'.  SoitlN  le  point  où  la  trajectoire  (  T)  coupe 
la  courbe  (C). 

Soient  y,  et  P,  les  deux  points  de  rencontre  de  la 
tangente  en  M' à  la  trajectoire  (T')  respectivement  avec 
les  deux  tangentes  en  IN  et  M  à  la  ti-ajectoire  (T)  et  A  le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  dernières  tangentes. 
Soient  avissi  tj.,  et  Q,  les  deux  points  de  rencontre  de 
la  tangente  en  iNl  à  la  courbe  (C)  respectivement  avec 
les  deux  tangentes  en  N  et  M'  à  la  courbe  (C)  et  B  le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  dernières  tangentes. 

Cela  posé,  comme  les  angles  aux  trois  sommets  A, 
y,,  P,  du  triangle  Ay,P,  sont  respectivemeut  égaux 
aux  angles  aux  trois  sommets  a,,  B,  Q,  du  triangle 
u,  BO,,  ces  deux  triangles  liacliurés  sont  semblables. 
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Leur  similitude  donne  par  suite  la  proportion 

APi  _  Qi  i^, 

A  Yi         B  |j.i  ■ 

Or,  si  Ton  considère  ensemble  les  deux  figures  i  et  2, 
on  voit  que,  lorsque  le  point  M'  se  confond  avec  M, 
chacun  de  ces  deux  triangles  s'aplatira  et  deviendra 
une  droite.  Les  deux  points  y,  et  jjl,  deviendront  alors 
respectivement  les  deux  centres  de  courbure  v  et  u 
{fig.  i)  répondant  au  point  M,  et  P,  etQ,  deviendront 
aussi  les  deux  points  de  contact  P  et  Q  des  deux  côtés 
de  l'angle  droit  yMiji.  avec  leurs  enveloppes.  En  outre, 
le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  P^ M'jNQ  devien- 
dra le  cercle  tangent  en  M  de  la  trajectoire  <I>  et  cir- 
conscrit au  rectangle  IPMQ.  La  proportion  ci-dessus 
deviendra  par  suite 

MPouQI  _  Qjx 
My        "~  Mil' 

qui  justifie  que  les  trois  centres  -',  T,  a  sont  en  ligne 
droite. 

Comme  la  droite  vtx  est  fixe  quand  le  point  corres- 
pondant M  est  fixe,  il  en  résulte  que,  si  l'on  fait  varier 
la  trajectoire  ^  passant  par  ce  point  M,  le  lieu  des 
centres  instantanés  correspondants  I  est  précisément 
cette  même  droite  vu.. 

A  présent,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  la  trajectoire  $ 
du  sommet  M  de  l'angle  droit  vMij.  coupe  sous  un 
angle  donné  constant  w  toutes  les  courbes  (C),  l'angle 
formé  par  le  côté  My  et  la  normale  MI  en  M  à  cette 
trajectoire  restera,  pendant  le  déplacement,  égal  à 
l'angle  constant  oj.  Par  suite  les  deux  normales  en  M 
et  M'  à  cette  trajectoire  se  couperont  en  un  point  I,  sur 
le  cercle  QMM'P,  qui  a  pour  limite  le  cercle  QMPI 


(  ^^3-  ) 

(//i,'.  i).  Dans  ce  cas,  le  point  I  llniile  de  I(  est  alors, 
;i  lu  t'ois,  le  centre  instantané  de  rotation  et  le  centre 
de  courbure  de  cette  trajectoire  répondant  au  point  M. 
D'ailleurs  on  reconnaît  cela  aisément  en  remarquant 
que  la  normale  en  M  à  celte  trajectoire  <I>  est  invaria- 
blement liée  à  l'angle  *'^I;Ji-,  parce  que  cette  normale 
forme  avec  ce  côté  un  angle  égal  à  w. 

Elle  a,  par  suite,  le  centre  instantané  I  comme  point 
de  contact  avec  son  enveloppe.  Ce  point  est  donc  aussi 
le  centre  de  courbure  de  cette  trajectoire. 

2.  Donnons  ci-après  l'énoncé  d'un  théorème  qui  per- 
met de  ramener  le  problème  de  la  détermination  du 
centre  de  courbure  des  trajectoires  orthogonales  d'une 
famille  quelconque  (C),  à  la  recherche  du  centre  de 
courbure  des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille 
de  cercles  de  rayons  variables  : 

Théorème  II.  —  Si  l 'on  considère  les  deux  trajec- 
toires orthogonales  (T)  et  [t)  passant  par  un  même 
point  M  et  qui  sont  respectivement  orthogonales  à 
une  famille  quelconque  de  courbes  planes  et  à  la 
famille  des  cercles  osculaleurs  {0)à  ces  courbes  (G) 
ù  leurs  divers  points  de  rencontre  avec  une  courbe 
quelconque  continue  4>  dite  auxiliaire  passant  aussi 
par  ce  même  point  M,  ces  deux  trajectoires  (T)  et 
(f),  tangentes  à  ce  point  M,  ont  même  centre  de 
coubure  répondant  à  ce  même  point.  En  d'autres 
termes,  elles  sont  osculatrices  en  ce  point  AI. 

En  effet,  soit  M'  {fig-  3)  un  point  sur  la  courbe  <h 
inllniment  voisin  de  M.  Appelons  (G)  et  (C)  les  deux 
ruiirbes  de  la  famille  passant  respectivementen  M  et  M', 
et  (O)  et  (O')  les  deux  cercles  osculateurs  à  ces  deux 
courl)es  respectivement  en  M  et  M'.  Soient .i\  et  P  les 
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deux  points  où  les  deux  trajectoires  orthogonales  (T) 
et  (f)  coupent  ortliogonalement  la  courbe  (C)  et  son 
cercle  osculateur  (O'). 

Les  deux  triangles  rectangles  inliniment  ])etits  MiNM/ 
et  MPM'  étant  égaux  et  ayant  même  hypoténuse  MM', 

Fig.  3. 


les  deux  points  N  et  P  se  confondront  à  la  limite 
lorsque  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  de  M. 
Comme  les  centres  de  courbure  des  trajectoires  (T) 
et  (t)  répondant  au  point  M  sont  les  limites  des  points 
d'intersection  n  et  p  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C) 
avec  les  deux  tangentes  en  N  et  P  aux  courbes  (C) 
et  (O'),  il  en  résulte  que  ces  deux  trajectoires  ont 
même  centre  de  courbure  en  M. 
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3.   Le  théorème  suivaiiL  ramène  la  détermination  du 
centre  de  courbure  des  tr.ijectoires   d'une   famille  de 
courbes  à  la  recbercbe  du  centre  de  courbure  des  tra- 
jectoires d'une  autre  lamille  de  courbes  ])lus  sim[)le. 

Théorème  lll.  —  Si  deux  familles  quelconques 
de  courbes  planes  (C)  et  (D),  dépendant  chacune 
d'un  païamètre  variable ,  ont  en  commun  deux 
courbes  (C)  et  (C)  infiniment  voisines^  les  deux 
trajectoires  orthogonales  (T,.)  et  (ï,/)  respectives  de 
ces  deux  familles  et  passant  par  un  même  point  M 
d'une  de  ces  deux  courbes  communes  à  ces  deux 
familles^  ont  même  centre  de  courbure  répondant  à 
ce  point  M. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  que  le 
centre  de  courbure  d'une  trajectoire  orthogonale  (T^.) 
d'une  famille  (C)  répondant  à  un  point  M  est  la  limite 
du  point  de  concours  des  deux  normales  à  cette  trajec- 
toire à  ce  point  M  et  au  point  de  rencontre  M'  de  cette 
trajectoire  avec  la  courbe  (C)  de  cette  famille  infini- 
ment voisine  de  la  courbe  (G). 

Or,  comme  les  deux  familles  (C)  et  (D)  ont  en  com- 
mun deux  courbes  (G)et(C')  et  leurs  trajectoires  con- 
sidérées passent  par  un  même  point,  ces  deux  trajec- 
toires ont  par  suite  même  centre  de  courbure  répondant 
à  ce  point. 

Remarque.  —  Les  deux  familles  (C)  et  (  D)  ont  aussi 
en  commun  les  points  de  contact  de  la  courbe  consi- 
dérée (C)  avec  les  enveloppes  de  ces  deux  familles. 

Application  du  théorème  I. 

Appliquons  le  théorème  I  des  centres  alignés  du 
n"  \  à  la  recherche  du  centre  de  courbure  en  un  point  M 
de    la    trajectoire   orthogonale    (T)    de    chacune    des 
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familles  définies  dans  les  numéros  suivants  4, 5,6, 7, 8, 
en  supposant  que  l'on  donne  le  centre  de  coubure  y  de 
la  courbe  (C)  répondant  à  ce  point  M. 

4.  Famille  de  couj^bes  quelconques  [C]  homothé- 
tiques  par  rapport  à  un  pôleO. —  Prenons  la  droiteOM 
comme  trajectoire  <I>  du  sommet  M.  Comme  les  tan- 
gentes des  deux  courbes  homothétiques  infiniment 
voisines  (C)  et  (C)  aux  deux  points  homologues  M 
et  M'  intersecteurs  de  la  droite  OM  avec  ces  courbes, 
sont  parallèles,  le  point  Q,  où  la  tangente  M|ji.  touche 
son  enveloppe,  se  trouve  à  rin(inl  sur  cette  droite. 

Il  s'ensuit  que  le  centre  instantané  I  se  trouve  éga- 
lement à  l'infini  sur  la  perpendiculaire  en  M  à  la 
droite  OM.  Par  suite  le  centre  'x  est  le  pôle  de  la 
droite  OM  par  rapport  au  cercle  osculateur  en  M  à 
la  courbe  (C). 

o.  Famille  de  courbes  obtenue  parle  déplacement 
Fig.  4. 


<T) 


d'une  courbe  quelconc/ue  (Gj  { fig.  f\)  de  forme  inva- 
riable dans  son  plan. —  Soit  I  le  centre  instantané  de 
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rotalion  corresponclanl  à  la  position  de  lu  courbe  (C). 
En  prenant  comme  trajectoire  <ï>  la  courl^e  décrite  par  le 
point  M  entraîné  dans  le  déplacement  de  la  courbe  (G), 
le  déplacement  de  l'angle  droit  yMui  se  fait  comme  si 
cet  angle  était  entraîné  dans  le  mouvement  de  la 
courbe  (C).  Par  suite  le  centre  instantané!  correspon- 
dant à  la  courbe  (G)  est  aussi  celui  correspondant  à 
l'anole  vM.a. 

Il  en  résulte  que  le  centre  de  courbure  ijl  est  à  V in- 
tersection de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (G)  avec 
la  droite  joignant  le  centre  v  au  centre  instan- 
tané \  correspondant  à  la  courbe  considérée  (G). 

6.  Famille  de  courbes  (G)  décrite  par  les  divers 
points  M  d  une  courbe  plane  quelconque  (M)(Jig\  5) 
de  forme  invariable  qui  se  déplace  d'une  manière 
continue.  —  En  prenant  la  courbe  (M)  comme  trajec- 


toire <î>  du  sommet  de  l'ample  vMu  on  voit  aisément 
cjue  le  centre  instantané  de  rotation  correspondant  à 
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la  position  de  cette  courbe  mobile  (M)  est  le  point  de 
contact  P  du  côté  Mv  de  cet  angle  avec  son  enveloppe. 
Il  en  résulte  que  le  centre  jjl  est  V intersection  de  la 
perpendiculaire  en  M  à  la  droite  MPr  avec  la 
droite  joignant  le  centre  de  courbure  y  de  la 
courbe  (C)  au  point  d'intersection  T  de  la  normale 
en  M  à  la  courbe  (ÏM)  avec  la  perpendiculaire  en  P 
à  la  droite  PM. 

7.  Famille  de  courbes  quelconcjues  homologiques 
(C)  [Jig'-  6)  par  rapport  à  un  centre  dliomologieO 
et  un  axe  d'homologie  HQ.   —  Soit  Q   le  point    de 


rencontre  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  avec 
l'axe  H(^).  En  prenant  la  droite  OM  comme  trajectoire^, 
le  point  (  )  est  le  point  de  contact  du  côté  Mul  de  l'angle 
di^oit  yM|j.  avec  son  enveloppe. 

Il  s'ensuit  que  le  centre  a  est  iintersection  de  la 
tangente  en  M  à  /a  courbe  (C)  avec  la  droite  yl 
joignant  le  centre  de  courbure  y  à  la  courbe  (C)  au 
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poin  t  de  co/icours  1  des  deux  perpendiculaires  élevées 
en  Me/  ()  aux  côtés  MO  et  OM. 


8.  Famille  quelconque  de  coniques  (C)   {Jig-  7) 
dépendant  d'un  paramètre  variable  et  définie  gèo- 


Fig.   7. 


métriquement  dans  le  cas  le  plus  général.  —  Nous 
allons  résoudre  géométriquement  le  problème  suivant  : 

Etant  donnés  les  quatre  points  de  contact  A,  B,  G 
et  D  des  quatre  enveloppes  (a),  (6),  (c),  {d)  de  cette 
famille  de  coniques  avec  la  conique  [Q)  passant  par 
un  point  AI,  ainsi  que  le  centre  de  courbure  v  de 
cette  conique  répondant  au  point  M,  on  demande  de 
construire  le  centre  de  courbure  u.  de  la  trajectoire 
orthogonale  ['ï)  répondant  à  ce  point  M. 
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Pour  cela,  considérons  une  conique  (C)  de  cette 
famille  infiniment  voisine  de  la  conique  (C).  Soit  O 
le  point  de  concours  des  deux  tangentes  communes 
à  ces  deux  coniques  et  telles  que  ces  deux  courbes 
soient  comprises  dans  un  même  angle  formé  par  ces 
deux  tangentes  ou  dans  les  angles  opposés  par  leur 
sommet. 

Appelons  A',  B',  C,  D'  les  quatre  points  d'intersec- 
tion de  ces  deux  coniques  lesquels,  à  la  limite,  devien- 
dront les  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D  lorsque  la 
conique  (C)  se  confond  avec  (C). 

Cela  posé,  on  sait  en  Tiéométrie  projective  que  ces 
deux  coniques  sont,  même  si  elles  étaient  quelconques, 
deux  figures  homologiques  ayant  le  point  O  pour  centre 
d'homologie  et  deux  cordes  communes  A' C  et  B'D'  à 
ces  deux  coniques  pour  axe  d'homologie  correspondant 
au  centre  d'homologie  O.  ]3ans  cette  figure,  l'axe  A'C 
est  celui  qui  correspond  aux  points  homologues  infini- 
ment voisins  tels  que  les  deux  couples  de  points  homo- 
logues (m,  u')  et  (r,  v')  parce  que  les  deux  tangentes 
en  ces  points  se  coupent  sur  cet  axe  A'C.  Quant  à  l'autre 
axe  B'D',  il  correspond  aux  points  homologues  tels 
que  les  deux  couples  de  points  (a,  v')  et  (i^,  u')  qui 
sont  situés  de  part  et  d'autre  de  cet  axe. 

A  la  limite,  lorsque  la  conique  (C)  se  confond 
avec  (G),  le  point  O  deviendra  le  point  de  concours 
des  deux  tangentes  à  la  conique  (  G)  aux  deux  points  de 
contact  B  et  D,  et  les  deux  axes  d'homologie  A'G' 
et  B'D'  deviendront  respectivement  les  deux  cordes  de 
contact  AG  et  BD. 

A  présent,  comme  ces  deux  coniques  (G)  et  (G')  sont 
homologiques,  si  l'on  prend  la  droite  OM  comme  tra- 
jectoire arbitraire  $  du  sommet  de  l'angle  droit  y  M  pi, 
on  voit  aisément  que  le  point  de  contact  Q  du  côté  Mjjl 


(  o35  ) 

est  le  point  de  rencontre  de  ce  côte  avec  l'axe  A  Ci  qni 
est  ici  utile. 

11  s'ensuit  que  le  centre  instantané  I  est  le  point 
d'intersection  des  deux  perpendiculaires  en  M  et  Q 
aux  deux  droites  MO  et  ()M.  Par  suite  le  centre  de 
courbure  cherché  [x  esl  /.'intersecfio/i  de  la  droite  yl 
rtcec  la  tangente  en  M  à  la  conique  (C). 


Cas  particulier.  —  Famille  de  cercles  de  rayons 
variables.  —  Si  les  coniques  (C)  sont  des  cercles  de 
rayons  variables,  l'axe  d'iiomologie  AC  sera  rejeté  à 
rinfini  et  les  deux  cercles  (C)  et  (C)  seront  homothé- 

Fig.  8. 


tiques  par  rapport  au  point  O  comme  pôle.  On  obtient 
ainsi  l'extension  suivante  de  la  construction  précitée 
de  AI.  dOcagne  à  la  détermination  du  centre  de  cour- 
bure des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de 
cercles  de   rayons  variables   définie  dans  les  deux  cas 
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suivants  les  plus  gt-néraux  :  par  ses  deux  courbes 
enveloppes  (a)  et  (b)  ifig-  8)  ou  par  l'une  quelconque 
de  ces  deux  courbes  et  le  lieu  (t)  du  centre  V  de  ce 
cercle. 

Dans  ces  deux,  cas  :  Si  O  est  le  point  de  concours 
des  deux  tangentes  aux  deux  points  de  contact  ±\ 
et  B  du  cercle  considéré  [Q)  avec  ses  deux  enveloppes 
(a)  et  (c)  ou  l'une  cjuelconcjue  de  ces  deux  tangentes 
et  de  la  tangente  VO  en  V  au  lieu  (r),  le  centre 
de  courbure  \x  de  la  trajectoire  (T)  répondant  au 
point  M  est  le  pôle  de  la  droite  OM  par  rapport  à 
ce  cercle. 

De  cette  construction  on  déduit  la  variante  sui- 
vante :  Si  S  est  le  point  d'intersection  de  la  paral- 
lèle VS  à  la  corde  de  contact  AB  aiwç  la  tangente 
en  M  au  cercle  (C),  il  suffit  de  prendre  le  segment 
S  p.  égal  à  la  perpendiculaire  SD  abaissée  par  S  sur 
le  rayon  VA,  pour  avoir  le  centre  de  courbure 
cherché. 

Remarque.  — •  Le  segment  Sjjl  sera  porté  dans  le 
sens  SM  ou  dans  le  sens  contraire,  selon  que  la  droite 
OM  joignant  O  au  point  considéré  M  rencontre  le 
cercle  (C)  en  un  autre  point  M  situé  en  dehors  ou 
en  dedans  de  l'intervalle  OM. 

En  effet,  les  deux  triangles  SAIV  et  VDS  étant  rec- 
tangles, le  quadrilatère  SDMV  est  inscriptible.  De 
même  comme  A[ji  est  parallèle  à  VS,  le  quadrilatère 
[jlDMxV  est  également  inscriptible.  11  en  résulte  que  les 
deux  triangles  jxSD  et  A VM  sont  semblables  et,  comme 
MV=VA,  on  a  S{jl  =  SD. 

9.  Famille  de  courbes  (C)  (fig-  9)  qui  sojit  les 
enveloppes  des  courbes  d'une  autre  famille  quel- 
conque  de   courbes  planes  (F)    mobiles  de   forme 
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invariable  pendant  son  drpiacement  d'une  manière 
continue.  —  Soit  P  le  centre  instantané  de  rotation  cor- 
respondant à  une  position  quelconque  de  la  famille  (F) 
et  soit  4»  le   lieu  des   pieds  des  normales  menées  de 

Fi  g.  9- 


ce  point  P  à  toutes  les  courbes  de  cette  famille  (F).  Si 
Ton  prend  ce  lieu  comme  trajectoire  <ï>  du  sommet  M 
de  Tangle  droit  "Mu,  on  voit  que  le  point  P  est  le 
point  de  contact  du  C(jté  M  y  avec  son  enveloppe.  Par 
conséquent,  le  centre  instantané  I  est  le  point  de  con- 
cours de  la  normale  en  M  à  la  courbe  $  et  de  la  per- 
pendiculaire.en  P  à  PM. 


Application  du  théorème  II. 

Appliquons  le  théorème  II  du  n°  2  à  la  recherche  du 
centre  de  courbure  en  un  point  M  dune  trajectoire  (  T) 
de  chacune  des  familles  de  courbes  définies  dans  les 
numéros  précédents  4  et  o. 

10.  Considérons  la  famille  définie  au  n°  4  ;  prenons 
comme    courbe  'l  la   droite   OM.   Comme  les   cercles 
Ann.  de  Mutkéniat.,  4'  série,  l.  .WII.  (Sept.   1917.)  20 
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osculateurs  aux  courbes  (C)  aux  points  de  l'encontre 
de  ces  derniers  avee  la  droite  OM  sont  aussi  liomothé- 
tiques  entre  eux  par  rapport  au  pôle  O,  la  trajectoire  (/) 
de  ces  cercles  a,  d'après  M.  d'Ocagne,  pour  centre  de 
courbure  répondant  au  point  M,  le  pôle  de  la  droite  OM 
par  rapport  au  cercle  osculateur  passant  par  JNI.  Il 
en  résulte  que  la  trajectoire  (T)  a,  en  vertu  du  théo- 
rème II,  ce  même  pôle  pour  centre  de  courbure  ij.. 

II.  Considérons  la  famille  définie  n°  5  et  prenons 
comuie  courbe  à  la  courbe  décrite  par  le  point  M 
entraîné  dans  le  déplacement  de  la  courbe(C)  {fig-^)- 
On  trouve  aisément,  en  se  reportant  au  cas  particulier 
du  n"  8,  que  le  centre  de  courbure  \x  est  le  pôle  par 
rapport  au  cercle  osculateur  (O)  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  la  droite  ly. 

Application  du  théorème  III. 

Ce  théorème  s'applique  aisément  à  la  détermination 
du  centre  de  courbure  a  de  la  trajectoire  (T)  {fig-  7) 
de  la  famille  des  coniques  (C)  définie  au  n"  8. 

En  effet,  il  suffitde  faire  remarquer  que  cette  famille 
de  coniques  (C)  et  la  famille  des  coniques  (D)  homo- 
logiques  de  la  conique  (C)  passant  par  M,  en  prenant 
le  point  O  comme  centre  dhomologie  et  la  corde  AC 
comme  axe  d'homologie,  ont  en  commun  les  deux 
coniques  infiniment  voisines  (G)  et  (G').  En  se  ser- 
vant de  la  construction  du  centre  de  courbure  indiquée 
au  n°  7  pour  les  trajectoires  des  figures  homologiques 
et  en  j  appliquant  le  théorème  III,  on  trouve  le  centre 
de  courbure  cherché  a  déjà  trouvé  au  n"  8. 
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[K'IOe] 
PLISSA\CE  DB'E  DUOITE  IMR  «APPORT  A  m  CERCLE  ; 

Par  m.  L.  CRELIER. 


En  dualisant  point  par  point  la  théorie  de  la  puis- 
sance du  point  par  rapport  à  un  cercle,  ainsi  que  celle 
des  axes  radicaux  de  deux  cercles,  nous  sommes  amenés 
à  considérer  : 

1°  Le  cercle  comme  un  lieu  de  points; 

2°  Le  cercle  comme  une  enveloppe  de  tangentes; 

3°  La  sécante,  passant  par  un  même  point; 

4°  Les  points  pris  sur  une  même  droite; 

5°  Les  points  de  coupe  de  diverses  sécantes  avec  le 
cercle  fondamental; 

(3"  Les  paires  de  tangentes  du  cercle  fondamental 
issues  de  divers  points. 

A  notre  connaissance,  ce  dualisme  fort  élémentaire 
n'a  pas  été  appliqué  jusqu'ici  d'une  manière  systéma- 
tique aux  théories  qui  nous  intéressent,  et  cependant 
il  conduit  à  quelques  résultats  intéressants  de  la  théorie 
des  faisceaux  de  cercles  el  des  involutions  correspon- 
dantes. 

Nous  poserons  : 

p  =  OD  =  distance  de  la  droite  donnée  au  cenlre; 
a  =  longueur  des  tangentes  issues  de  A; 
b  =.  longueur  des  tangentes  issues  de  B; 
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a   —  angle  de  la  premièie  tangente  avec  la  droite  donnée; 

a'  ^=  angle  de  la  deuxième  tangente  ; 

a_<  =:  TT  —  a;     a^=  TT  —  a';      ...; 

p   =  angle  de  la  tangente  en  IM  avec  la  droite  donnée  (fig-  i); 

cf/  =  angle  de  la  tangente  par  D  avec  la  droite  donnée  (  Jlg.  2); 


JNous  appellerons  première  tangente  par  un  point 
:11e  dont  l'angle  a' 
cercle  fondamental. 


celle  dont  l'angle  avec  la  droite  contient  le  centre  du 


Fie.  I. 


Dans  le  triangle  ABM  {/Ig-  1),  nous  aurons 
a  —  b  -h  b  -h  t        a  -\-  t 


pernnetre  = 


ta 


s  (AM  =  0, 


s  —  a  -^  b  )  (  s  —  f) 


et 


"Sl  =  l/-         s(s-b) 


s  (s  —  a-hb) 

Dans  le  triangle  AMC  (/ig-  i),  nous  aurons  égale- 
ment 

I     ..     .  a  —  c  +  c  -h  t        a  -\-  t 

-  périmètre  =  = ==  s, 


tang^=.^: 


(s  —  c  -{-  c)(s  ~  f) 
s  {s  —  c) 


(  «M.  ) 

et 

■2         y      s  (  .s-  —  a  ~\-  c  ) 
d'où  nous  lirons 


taiig  -  :  lantr—  =  tans-I  :  tanj?—  =  1  / —^ r- 


-2 

Mais 


tangcsj;  =^  î— ,  tang  —  = 


2         ^r^—pi 
et 

tang-  =  ^ 

puis 

9                9^                 »  9        '■  +  P 
tan^-  :  tang  —  =  lang^J.  =  ±-  z=  const. 

On  aura  donc 

^  ^'  .,  9        '■  +  P 

(i)  tang-  :  tang —  =  tang-—  = =  const. 

^  ^  ''2  "2  ""    1        r—p 

ou 

/    X  a  a.\        r  -h  p 

(2)  tang — I-  tang—  =  —• 

2  -i         r  —  p 

Les  triangles  ABD  et  ACD  (/?i,^.  2)  donnent  de  la 
même  manière 


a  a  CD  9^        .    /(' 

mg-:  tang—  —  tang-:  tang-i—  =  I  /  — 

*  2  °    2  ="2  "2  V      (^ 


,  [s — a-i-6  )  (5— a-f-c) 


[s — a — b)  (s — a — c) 

On  a  aussi 

v/ />-  • —  /'^  9  p  -\-  r 

tangOj;=  -i-i et  tanf'  '   — 


s/p-'  —  r"- 

11  en  résulte 

a               2'                   o        p  — l—  7' 
(3)  tang -:  tang—  =  tang2 -i-  = -i- 

^     ^  ^2  ==  2  ^     1        p  —  r 

Dans  ce  cas,  les  angles  a  et  a^.  sont  de  signes  con- 
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Iraires  et  nous  pouvons  écrire  encore 

r  -^-  p 


(4) 


tang 


tang 


r-p 


Fis.    2. 


La  valeur s'appellera  la  puissance  absolue  de 

la  droite  par  rapport  au  cercle  fondamental.  La  puis- 
sance sera  positive  dans  le  premier  cas,  c'est-à-dire 
pour  les  droites  sécantes,  puisque  a  et  a^  seront  de 
mêmes  signes,  tandis  qu'elle  sera  négative  dans  le 
second  cas,  c'est-à-dire  pour  les  di'oites  extérieui'es, 
car  a  et  a^  seront  de  signes  contraires. 
Les  cas  limites  seront  : 

y)  =  00  et  la  puissance  de  la  droite  de  l'infini  sera  —  i; 
/>  =  2  et  la  puissance  d'une  tangente  sera  -+-  o»; 

^  =  o  et  la  puissance  d'un  diamètre  sera  -t-  i; 

Les  résultats  (2)  et  (4)  nous  permettent  maintenant 
de  formuler  le  théorème  suivant  : 


(  3/13  ) 

Théorème.  —  Etdiil  doniK's  tous  les  couples  de 
tangentes  à  un  cercle  que  Ion  peut  mener  par  les 
divers  points  d'une  droite  quelconque  du  plan  du 
cercle,  les  produits  des  lanoenles  des  demi-ans'les 
de  la  première  tangente  et  du  prolongement  de  la 
seconde  tangente  de  c1ia(jue  couple  avec  la  droite 
donnée  est  constant. 

Les  résultats  (i)  et  (2)  auraient  donné  le  corollaire 
suivant  : 

Corollaire.  —  Etant  donnés  les  mêmes  couples 
de  ta/igentes  cjue  précédemment,  le  cjuotient  des 
tangentes  des  demi-angles  de  la  première  tangente 
et  de  la  seconde  avec  la  droite  donnée  est  constant. 

Remarque.  —  A  cause  de  la  théorie  des  involutions 
qui  suivra,  l'énoncé  du  théorème  est  plus  avantageux 
que  celui  du  corollaire. 

Si  la  puissance  d'une  droite  doit  être  prise  par  rap- 
port à  plusieurs  cercles,  nous  admettrons  que  le  pre- 
mier centre  fixe  l'orientation  des  signes  des  distances 
pi( i  =  2,  ?).  4)  •••)•  Suivant  la  position  des  autres 
centres,  ces  distances  pi  peuvent  devenir  négatives. 

Nous   appellerons    maintenant   puissance   relative 

d'une  droite  par  rapport  à  un  cercle  l'expression 

dans  laquelle />  peut  devenir  négatif,  suivant  l'orien- 
tation fixée  par  un  autre  cercle  jouant  le  rôle  de  pre- 
mier cercle  fondamental. 

Si/)  reste  positif,  la  puissance  relative  est  égale  à 
la  puissance  absolue  et  si  y^  devient  négatif,  la  puis- 
sance relative  est  égale  à  l'inverse  de  la  puissance 
absolue;  en  elTet,  soit />  la  valeur  absolue  de  p  ;  la  puis- 
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sance  absolue  est b>  tandis  que  la  puissance  rela- 

_r  —  P 

tive  devient ^• 

r  -[-  p 

Ces    observations    nous    conduisent   aux   tbéorèmes 

suivants,  connus  sous  une  autre  forme  : 

Thèouèvie  I.  —  L'enveloppe  des  droites  de  niênies 
puissances  relatives  par  rapport  à  deux  cercles  est 
le  premier  centre  de  similitude  de  ces  cercles. 

Soient  C|  et  Gj  les  deux  cercles  et  d  une  droite 
dont  les  puissances  relatives  par  rapport  à  ces  cercles 
sont  égales.  Nous  aurons 

r\-^  Pï  ^  r^  +  po  !J—_P1. 

'i  —  pi        r-L  — Pi.  r^  Pi 

Le  rapport  des  rayons  est  considéré  comme  étant 
toujours  positif;  celui  des  distances  p,  et  p^  le  sera 
également.  Donc  ces  distances  sont  de  mêmes  signes 
et  nous  avons  deux  figures  homothétiques  directes  avec 
rapport  d'homothétie  positif.  La  droite  d  passe  ainsi 
par  le  premier  centre  de  similitude. 

Théorème  IL  —  L'enveloppe  des  droites  de  puis- 
sances relatives  inverses  par  rapport  à  deux  cercles 
est  le  deuxième  centre  de  similitude  de  ces  cercles. 

Soit  d'^  une  telle  droite.  Les  puissances  relatives 
nous  donnent 

'i-t-pi        i\  —  p^  r\  _       Pi 


'i—pi        r.2  +  pi  /-.y  p2 

Le  rapport  des  rayons  étant  positif,  celui  des  dis- 
tances p,  el  p.2  doit  devenir  négatif  à  cause  du  premier 
signe  —  qui  le  précède.  Ces  distances  seront  de  signes 


(  ;^4^  ) 

conlraires  et  nous  aurons  deux  figures  liomolliétiques 
inverses  avec  rapport  d'honiolhélie  négatif.  La  droite  d' 
passera  alors  par  le  deuxième  centre  de  similitude. 

Par  analogie  avec  la  nomenclature  employée  dans  la 
théorie  de  la  puissance  du  point,  nous  appellerons  les 
centres  de  similitude  centre  radical  principal  et 
centre  radical  secondaire  des  deux  circonférences. 

Théorème  III.  —  Etant  donnés  trois  cercles  dont 
les  centres  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  les  trois 
centrées  radicaux  principaux  sont  en  ligne  droite  et 
les  trois  centres  radicaux  secondaires  forment  un 
triangle  dont  chaque  côté  passe  par  un  des  centres 
radicaux  principaux. 

Nous  désignerons  les  centres  radicaux  principaux 
par  Si  pour  Go  et  C3,  S2  pour  C,  et  C3  et  S3  pour  C, 
etCo;  les  centres  radicaux  secondaires  seront  S'j,  S'^ 
et  S!,  pour  les  mêmes  groupes. 

La  droite  S,  S2  est  de  mêmes  puissances  relatives 
pour  les  cercles  C2  G3  et  C,  C3  ;  elle  le  sera  donc  pour 
les  cercles  G(  et  Go  et  elle  passe,  par  conséquent, 
par  S3. 

La  droite  S',  S'.,  est  de  puissances  relatives  inverses 
pour  les  cercles  G2G3  et  G)  G3  ;  elle  sera  donc  de 
mêmes  puissances  relatives  pour  G)  et  G2,  et  comme 
telle  elle  passera  par  S3.  Le  raisonnement  subsiste 
pour  S'j  S3  et  So  Sj  qui  passent  respectivement  par  So 
et  S,. 

jNous  appellerons  maintenant  S)  S2S3  Vaxe  radical 
principal  des  trois  cercles,  et  les  autres  droites 
S',  $0  S3,  Sj  S2  S'3,  S|  S',  S'3  axes  radicaux  secondaires 
des  trois  cercles. 
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[II] 

\OTE  SIR  L'E\TRACTIOi\  RAPIDE 
DE  CERTAINES  RACINES  EXACTES  D'I\DICE  IMPAIR  C); 

Par  m.  P    DEPEINS. 


Nous  avons  indiqué,  dans  le  numéro  de  juillet  I9i3 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  un  pro- 
cédé permettant  de  déterminer  rapidement  certaines 
racines  exactes  d'indice  impair  ayant  seulement  deux 
ou  trois  chiflres,  grâce  à  l'emploi  de  diviseurs.  Cette 
méthode,  qui  s'appliquait  à  une  racine  d'indice  aussi 
élevé  qu'on  le  voulait,  avait  l'inconvénient  de  ne 
pouvoir  pas  s'employer  lorsque  Vindice  impair  de  la 
racine  était  multiple  de  5,  par  suite  de  la  composi- 
tion du  diviseur  considéré  i  i  =  2  x  5 -|- i ,  qui  ne 
donnait  pas  des  restes  tous  dilTérents  pour  les  puis- 
sances cinquièmes  des  onze  premiers  nombres. 

Il  me  parait  utile  de  taire  remarquer  que,  si  l'on 
remplace  le  nombre  1 1  par  le  diviseur  i-^  =  2*  +  i ,  le 
cas  d'exception  indiqué  tout  à  l'heure  disparait,  de 
sorte  que  l'on  peut  ainsi  extraire  rapidement  une 
racine  exacte  d'indice  impair  quelconque,  et  aussi 
élevé  que  l'on  veut,  ayant  deux  chiffres.  Il  suffît  pour 
cela  de  former  le  tableau  des  restes  de  la  division 
par  \'j  des  puissances  impaires  des  dix-sept  premiers 
nombres  jusqu'à  la  puissance  i5  seulement,  en  tenant 

(')  On  [jeut  consulter,  pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet.  Tarticle 
publié  sur  la  même  question  dans  les  numéros  du  i5  janvier  et  du 
I"  février  1917  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 
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compte  ainsi  du  théorème  de  Fermai,  ce  qui  se  t'ait 
aisément,  et  de  suivre  ensuite  une  méthode  semhlahle 
à  celle  indiquée  pour  le  diviseur  i  i .  Si  la  recherche  des 
restes  de  la  division  par  i~  est  un  peu  moins  simple 
que  pour  1 1 ,  elle  peut  être  beaucoup  facilitée  par  la 
sépai\itii)n  du  nombre  tl(jnné  en  tranches  de  quatre 
chiffres,  et  elle  permet  encore  d'opérer  rapidement  sur 
de  très  grands  nombres.  C'est  ainsi  qu'on  vérifiera 
sans  peine  que  la  racine   ij"  du  nombre  de  28  chiffres 

7 . 2 1 4  •  1 5o .  -20  ( .  408 .  990 .  67 1 .  639 .839. 968 

est  égale  à  72. 

Enfin  on  peut  remarquer  que  l'on  trouvera,  sans 
rien  changer  au  raisonnement  ni  au  calcul,  des  racines 
impaires  quelconques  inférieures  à  11  x  i-=:i8-,  et 
pouvant  par  suite  avoir  plus  de  deux  chiffres;  il  serait 
facile  d'ailleurs  d'étendre  la  méthode  indiquée  au  cas 
de  la  recherche  des  racines  admettant  trois  chiffres  quel- 
conques en  opérant  de  la  même  façon  que  pour  le  divi- 
seur I  I ,  qu'on  devra,  du  reste,  toujours  préférer  quand 
l'indice  de  la  racine  ne  sera  pas  multiple  de  5. 


CORRESPO\D\\CE. 


M.  d'Ocagne.  —  S(ir  les  droites  orthopliques  de 
deux  paraboles.  —  Dans  la  très  jolie  étude,  de  forme 
purement  géométrique,  qu'il  a  donnée  de  la  courbe 
orthoptique  de  deux  coniques  (A.  A.^  19*75  p-  O'' 
M.  Picardat  a  rencontré  deux  cas  où  l'orthoptique  de 
deux  paraboles  devient  une  droite;  ces  deux  cas  sont 
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ceux  où  les  deux  paraboles, «avant  même  foyer,  ont 
leurs  axes  soit  confondus  (  l'orthoptique  est  alors  la 
corde  commune),  soit  rectangulaires  (l'orthoptique 
est  alors  la  tangente  commune).  Ces  deux  propositions 
se  trouvaient  déjà  explicitement  énoncées  dans  notre 
étude  su?'  un  systèfne  spécial  de  coordonnées  tangen- 
tielles  et  sur  la  transformation  par  tangentes  ortho- 
gonales (^N.  A.^  1901 ,  p.  446),  et,  plus  anciennement, 
quoique  sous  forme  moins  explicite,  dans  notre  bro- 
chure Coordonnées  parallèles  et  axiales  (i885)  p.  89 
et  90,  la  première  d'entre  elles  dans  une  autre  Note 
des  yV.  a.  (1880,  p.  267).  Il  convient  toutefois  de 
remarquer  que  l'élégante  démonstration  par  laquelle 
M.  Picardat  les  a  obtenues  a  l'avantage  de  faire  res- 
sortir la  façon  dont  elles  dérivent  du  cas  général  con- 
cernant deux  coniques  quelconques. 

V  M.  V.  Thébault.  —  Sur  le  problème  de  Pappus 
généralisé.  —  Ce  problème,  dans  sa  forme  la  plus 
générale,  pourrait  s'énoncer  : 

Etant  donnés  un  angle  quelconque  xOy  =  lù  et 
un  point  P  du  plan.,  mener  par  ce  point  une  droite 
qui  intercepte  sur  les  côtés  de  V angle  un  seg- 
ment AB  de  longueur  donnée  l. 

Posons  OP  =  f/.  OP  détermine  avec  Ox  et  Oy 
deux  angles  a  et  ^.  Sur  AB  comme  corde,  décrivons 
les  segments  de  cercle  AKB  et  AK'B  capables  des 
angles  o)  et  (iSo" —  w).  Soit  B  le  rayon  de  ce  cercle. 

Les  segments  AM  et  MB  de  AK'B,  respectivement 
capables  des  angles  a  et  ^,  déterminent  un  point  M 
dont  le  symétrique  par  rapport  au  diamètre  perpendi- 
culaire à  AB  est  M'. 


(  349  ) 
Les  triangles  semblables  AOP  et  OM'B  doaiient 


doù 
soit 


OP  _  0A_ 

(Tb  "  U.M  ' 

OP.OM'=  OA.OiJ  =  2R.()0', 

OM'      v,R 

— -;  =  — -  =  const.  ; 
UO  d 


et  O  est  déterminé  par  l'intersection  d'un  cercle  et 
d'une  conique  de  fojer  M',  de  directrice  x\B,   dont  la 

nature  est  déterminée  par  le  rapport  —r  donné  en  fonc- 
tion de  /,  (o  et  d. 

Le  cas  particulier  où  a  =  jti  donne  par  suite  une 
détermination  géométrique  de  l'intersection  de  deux 
coniques  dont  l'une  est  un  cercle  passant  par  l'un  des 
foyers  de  l'autre  et  ayant  son  centre  sur  l'axe. 

('Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 


SOLiriO\S  DE  OUESriOXS  l'UOPOSÉES. 


400. 

(  1X37.  p.    if)!.) 


Soit  II  une  fonction  rationnelle  et  entière  du  def:ré  n 
d'un  nombre  quelconque  de  variables  x,  y,  z,  ...,  et 
soient  du,  d-u,  ....  d'^u,  les  différentielles  successives 
qu'on  obtient,  mais  en  supposant  que  dx,  dy^  dz,  .  .  .  sont 
constantes.  Formons  l'équation 

f'd'^u  ^  nt"-^d"-^  u  -T-  n{n  —  i)t"--d"-^u  -h...-^  n'u  =o. 
Formons  une  fonction  symétrique  quelconque   ration- 
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nelle  et  entière  des  différences  des  racines  de  cette  équa- 
tion; sa  valeur  est  une  fonction  entière  des  coefficients 
d"u^  d"~^  u,  ....  du,  u.  et  par  conséquent  une  fonction 
de  x,y,  z,  ...,  dx,  dy,  dz:  si  l'on  différentie  cette  der- 
nière fonction  en  traitant  dx,  dy,  dz  comme  des  cons- 
tantes, on  trouve  un  résultat  identiquement  nul. 

MiCHAEL  ROBERTS. 

Solution 

Par  M.  L.  Poli. 
Soit 

PqX"  -^  p\X'^-'^  -\-  p^x'^-^  -^ .  .  .  -t-yj„  =  G 

une  équation  quelconque.  Toute  fonction  symétrique  4>  des 
différences  des  racines  satisfait  à  l'équation  différentielle 

d^       ,  d^  d<i> 

(  Voir  les  Leçons  d'Algèbre  supérieur  de  Salmon.   Ne   les 
ayant  pas  ici  sous  la  main,  je  ne  puis  donner  de  références.) 
Cette  relation,  appliquée  à  l'équation  en  t.  donne 

d'^  «Y* 

n  d"  u  -j-. ; — ; \-(n  —  i}n  d"-^  u 


dind"-Ut)  d[n{n  —  i)d"^] 

d^ 


-t-(/i  —  |ji)n(n  —  i).  .  .(  n  —  [x  -\-  i) 


d[n(  n~i).  ..(  n  —  |JL)rf"-!J-i  «  | 


(  n      d"U ■ h  rf"-'  u    -r—z -h  .   .   .  -+-  rf«    -y- =  O. 

d[d"-^u)  d(d''--^u)  d{u) 

Il  s'agit  de  prouver  que  d4>=o,  et  comme  "î»  est  fonction 
ded'^u,  d"^^u,  ...,  du,  u,  on  a 

()<J»  d^  â^ 

of*  =  ——, d(d"u)-\-  --—, — - —  (/(«?«   »«)-f-...-i-  -—  d(u). 

â{d"u)     ^  did^-Ui)  du  ' 

On  peut  l'écrire,  puisqu'on  a  convenu  de  représenter  par  i/Ha 
les  différentielles  prises  en  considérant  dx,  dy  comme  cons- 
tantes, 

(i)  d^  =  -— j <i«+i  u  -!-  TT-jT— ; — -x  d'Hi^...^  —-  du; 

'  d{d"-u)  d(d'^~^u)  du 
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relraiicliaiit  (i)  de  (î),  on  trouve 

rf*  =  —, c?«-^'  u  =  o 

ôi  d"  u) 

car,  d'après  les  conventions  faites, 

</«+'  «  =  o  n.   0-  F.  n. 

724. 

(1865,  p.  141  ;  1917,  p.  ii<).) 

Etant  donnés  un  point  quelconque  O  et  la  courbe  d'in- 
tersection d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  ordre^ 
le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  O  et  pour  directrice 
la  courbe  donnée  coupe  la  sphère  sui^^ant  une  deuxième 
courbe  située,  comme  la  première,  sur  une  in  Unité  de 
sur/aces  du  second  ordre. 

Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  que  les  axes  de 
chacune  de  ces  nouvelles  surfaces  sont  parallèles  aux 
normales  qu'on  peut  mener  en  O  aux  trois  anallagma- 
tiques  du  quatrième  ordre,  passant  par  ce  point  et  qui 
ont  pour  focale  la  courbe  donnée.  îMoltard. 

SOLLTIOX 
Par  ^\.  R.  BouvAisT. 

Soient  (S)  la  sphère,  (S)  la  quadrique  donnée,  T  leur 
biquadratique  d'intersection,  to  le  centre  de  (S),  U  le  plan 
polaire  de  O  par  rapport  à  (S).  Il  coupe  Ow  en  P,  soit  l'i  le 
milieu  de  Pto;  menons  par  P,  un  plan  111  parallèle  |à  II.  Les 
trois  anallagmaliques  ayant  pour  déférentes  les  trois  qua- 
driques  (S)-(-X(S)  =  o  tangentes  à  II]  et  pour  sphère  direc- 
trice (S)  passeront  par  O,  et  si  T|,  T2,  T^  désignent  les  con- 
tacts de  ces  trois  surfaces  avec  H),  les  normales  en  O  à  ces 
trois  anallagmatiques  seront  OTj,  OT.,,  OT3.  Or  le  triangle 
T1T.2T3  est  le  triangle  conjugué  commun  aux  coniques  sec- 
tions de  (S)  et  ("L)  par  El],  la  conique  section  de  (S)  n'est 
autre  que  la  section  par  111  du  cône  isotrope  de  sommet  O,  le 
trièdre  OT1T2T3  est  donc  trirectangle,  fait  du  reste  bien 
connu,  les  anallagmatiques  considérées  formant  un  système 
triple  orthogonal.  Si  maintenant  a,  [i,  y,  8  désignent  les  points 
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d'intersection  de  T  avec  IIi,  les  points  à  l'infini  sur  Oa,  O^, 
Oy,  08,  seront  les  points  à  l'infini  de  Fj,  biquadratique  qui 
constitue  le  reste  de  l'intersection  de  (S)  avec  le  cône  OT; 
Oa,  Op,  Oy,  Oo  seront  les  génératrices  communes  à  tous 
les  cônes  de  sommet  O  parallèles  aux  cônes  asymptotiques 
de  toutes  les  quadriques  (S])  passant  par  F)  ;  comme  d'autre 
part  les  axes  de  ces  quadriques  sont  parallèles  aux  arêtes  du 
trièdre  conjugué  commun  au  cône  isotrope  de  sommet  O,  et 
aux  cônes  parallèles  aux  cônes  asymptotiques  menés  par  O, 
ces  axes  seront  parallèles  à  OTj,  OT.2,  OT3,  ce  qui  démontre 
la  proposition. 

Autre  solution,  par  M.  M. -F.  Egan. 


729. 

1I86S,  p.   142  ;  1917,  p.    120.) 

Les  directions  des  axes  de  la  section  faite  par  le  plan 
X  cosa  4-^cosp  -I-  scosy  =  X 
dans  la  surface 

Ax-  -+-  A' y2  _|_  A." z-  -+-  2  Byz  -+-  2  B' xz  ^  1 B" xy 

-h  2Cx      -t-2C'j      -|-2C"5  +  D=0, 

sont  données  par  les  intersections  du  plan 

X  cosa  -h y  cos^  +  z  cosy  =  o 
avec  le  cône 

(A'cos^  p  -+-  A'cos^a  —  2 B" cosa  cosP)(.r2  sin-  "  — ^-sin-a) 
-(A  cos2y  -i-  A"cos2a  —  2B'cosa  cosy)  (z^  sin^a  —  a::2sin2y  ) 
-(A'cos^y  +  A"cos2[3  —  2B  cosp  cosy)(72  sin^y  —  z^  sin^  P)  =  0. 

J.-J.-Â.  Mathieu. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Pour  que  le  cône 

Lx^+  Mj2  4-  Nz^  =  o 
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soit  coupé  par  le  pluii 

X  cosa  -\-  y  cos  ^  -\-  z  cosy  ^  o 

suivant  des  parallèles  aux  axes  de  la  section  faite  par  ce 
même  plan  dans  la  quadrique  considérée,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  plan  donné  coupe  les  cônes 

La:-+  M_/2_|_Nz2  =  o, 
A  T-  -i-  y  y-  -I-  \"  z'^  -4-  2  B^s  -I-  2  ^'  xz  -+-  2  B"xy  =  o 


et  les  cônes 

(0 


X'-h  y-  -h  z-  —  o, 


suivant  des  génératrices   formant  faisceau   harmonique,  d'où 
les  deux  conditions  : 

!o=       L  (  A"cos2  p  +  A'cos- Y  —  aB  cos  ^  cos  y) 
-1-  M  (A  cos- Y  -+-  A"  cos- a  —  i  B'  cos  a  cos  y) 
-+-  N  (Â'cos^a  -+-  A  cos^  ^  —  2B"cosa  cosP) 
I  o  =  L(cos2  p  -t-  cos- y)  -+■  M(cos2y  +  cos^a) 
(  -I- N  (cos-a -f- cos- p)  —  o. 

Cette  dernière  peut  s'écrire 

(3)  L  sin-a  +  M  sin-  ^  -4-  N  sin-Y  =o; 

éliminons  L,  M,  N  entre  les  équations  (i),  (2),  (3),  il  vient 

I  A"  cos- JB  +  A'cos- Y  \  A  cos- Y -i- A"cos2a  l  A' cos- a -h  A  cos- Jj 

—  aBcoSfJcosY  )      —  aB'cosacosY  /     — 2B"cosacosp 
sin'^a                                  sin^  p  sin^Y 

x^-  y^  z'- 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
Autres  solutions,  par  MM.  Dargenton  et  M.  Faucheux. 


( 


772. 

(1866,  p.  38i;  1918,  p.  320.| 

Le  nombre  des  sotninets  dune  courbe  algébrique  est,  en 
Ann.  de  Mathéinat.,  4°  série,  t.  X\  II.  (Sept.  1917.)  2j 
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général,  donné  par  la  formule 

3  i  -T-  5  c  —  3  fl?  —  3yO, 

dans  laquelle  i,  c,  d  représentent  le  nombre  des  points 
d'inflexion,  la  classe,  le  degré  de  la  courbe  donnée,  et 
p  le  nombre  des  branches  paraboliques.  Laguerre. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Si  l'on  appelle  sommet  d'une  courbe  un  point  où  le  rayon 
de  courbure  est  maximum  ou  minimum,  c'est-à-dire  un  point 
où  le  cercle  osculateur  passe  par  quatre  points  consécutifs 
de  la  courbe,  la  formule  de  Laguerre  est  inexacte.  En  effet, 
à  un  sommet  sur  la  courbe  correspond  un  point  de  rebrous- 
sement  de  la  développée  ;  or  Salmon  montre  (Courbes planes., 
p.  iSg)  que  le  nombre  des  points  de  rebroussement  de  la 
développée  est 

R  =  3«-i-6c  —  3rf  —  5/>; 

dans  ce  nombre  sont  compris  les  points  de  rebroussement  à 
l'iafini  qui  sont  au  nombre  de  d —  v>/),  ce  qui  porte  le  nombre 
des  sommets  à  distance  finie  à 

3{-t-6c  —  ^d  —  3/>. 

En  admettant  que  la  courbe  ne  passe  pas  par  les  points 
cycliques. 

815. 

1  1867,   p.    288  ;  1917,   p.  li:.) 

Pour  qu'une  surface  du  second  ordre  soit  transformée 
Iwmologiquement  en  une  sphère,  il  faut  et  il  suffit  :  i"  que 
le  plan  d'homologie  soit  parallèle  à  Vun  des  plans 
cycliques  de  la  surface  (Poncelet,  Propriétés  projec- 
tives);  i"  que  le  centre  d'homologie  soit  un  quelconque 
des  points  de  la  conique  focale  situé  dans  le  plan  prin- 
cipal auquel  le  plan  d'homologie  est  perpendiculaire. 

L.  Painvin. 
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Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  O  le  centre  d'homologie,  P  le  plan  d'homologie,  P'  le 
plan  qui  correspond  au  plan  de  l'infini  dans  la  transforma- 
tion, le  cône  isotrope  de  sommet  O  cou|)e  P'  suivant  un 
cercle  (G):  pour  qu'une  quadrique  S  soit  transformée  en  une 
sphère,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  passe  par  (G),  P'  et  par 
suite  P  doit  donc  être  parallèle  à  un  plan  cyclique  S,  de  plus 
le  cône  isotrope  de  sommet  O  est  alors  bitangent  à  S,  le  cône 
circonscrit  à  S  ayant  pour  sommet  O  est  donc  de  révolution-, 
et  0  est  un  foyer  de  S,  se  trouvant  évidemment  sur  la  focale 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  P. 

820  et  821. 

(  18G7,  p.  335,  ?M  ;  1916,  p.  3bg,  36o.) 

820.  On  coupe  une  surface  du  second  de^ré  (S)par  un 
plan.  On  prend,  sur  la  courbe  d'intersection  G,  quatre 
points  arbitraires  (non  en  ligne  droite)  a,  6,  g',  h  et  l'on 
mène  en  ces  points  les  normales  A,  B,  G,  H  à  la  sur- 
face (S).  On  construit  le  couple  de  droites  D  ei  A  rencon- 
trant à  la  fois  ces  quatre  normales  et  l'on  détermine  la 
droite  I,  issue  du  point  fixe  i  qui  s'appuie  sur  D  et  \. 

Démontrer  que,  lorsqu'on  fait  varier  la  position  des 
points  a,  b,  g,  h  sur  G,  les  droites  telles  que  I  engendrent 
un  plan. 

821.  Les  données  restant  les  mêmes,  on  construit  comme 
précédemment  le  couple  de  droites  D,  A.  On  prend  les 
traces  de  ces  droites  sur  un  plan  fixe  (P);  on  joint  ces 
traces  par  une  droite  M. 

Démontrer  que,  lorsqu'on  fait  varier  la  position  des 
points  a,  b,  g,  h  sur  G,  les  droites  telles  que  M  passent 
par  un  point  fixe.  Mannheim. 

Solutions 
Par  M.  K.  Bouvaist. 

La  conique  G,  supposée  de  grandeur  invariable,  peut  se 
déplacer  sur  (S);  son  déplacement  est  bien  déterminé,  si  cinq 


(  356  ) 

de  ses  points  sont  assujettis  à  rester  sur  (S);  il  est  d'ailleurs 
le  même  quels  que  soient  ces  cinq  points.  Il  en  résulte  : 

i"  Que  la  dr<nte  I  est  située  dans  le  plan  normal  à  la  tra- 
jectoire du  point  i,  supposé  entraîné  dans  le  mouvement,  et 
ceci  quels  que  soient  a,  b,  g,  h; 

•2°  Que  la  droite  CM)  passe  par  le  foyer  du  plan(P)  supposé 
entraîné,  et  ceci  quels  que  soient  a,  6,  g,  h. 


xmmu%  QUESTIONS  m\  résolies  o 


1779  (1897,  388).  —  La  ligne  OMN  rencontre  les  lignes  AB, 
AG  en  M  et  N,  de  telle  sorte  qu'on  a 

0M2.AN.AG  =  0N2.  AM.MB. 
Déterminer  O.  W.-J.  Greenstreet. 

1784  (1897,  579)-  —  Si,  à  deux  tétraèdres,  dont  les  som- 
mets sont  les  huit  points  ccjmniuns  à  trois  quadriques,  on 
circonscrit  deux  quadriques  bitangentes,  dont  une  des  coniques 
communes  est  dans  un  plan  fixe,  le  plan  de  l'autre  passe  par 
un  point  fixe.  E.  Duporcq. 

1785  (1898,  579).  —  Etant  donné  un  arc  de  courbe  plane, 
on  considère  la  perpendiculaire  abaissée  du  barycentre  du 
périmètre  de  cet  arc  sur  la  corde  qui  en  joint  les  extrémités; 
enveloppe  des  droites  qui  correspondent  ainsi  à  des  arcs  de 
courbe  parallèles  à  un  arc  de  courbe  donné.     E.  Duporcq. 

1810  (1898,  484).  —  Démontrer  que  la  fonction 


(  '  )  La  question  1510,  réimprimée  par  erreur  page  233,  est  résolue. 
La  solution,  de  M.  de  Beires,  a  été  publiée  page  i4i. 
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croît  constamment  quand  v  varie  de  i  à  +co.  Cette  fonction 
satisfait  à  l'équation  cp  (  -  J  =  ^(t).  J.  Franel. 

1811  (1898,484)-  —  Soient  a  et  b  deux  nombres  entiers 
positifs  premiers  entre  eux,  n  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque. Démontrer  que  le  nombre  des  solutions  entières,  non 
négatives,  de   l'équation 

ax  -{-  b  y  ^=  n 
est  égal  à 

a'  est  l'associé  du  nombre  b  suivant  le  module  a,  c'est-à-dire 
le  nombre  positif  ■<  a  satisfaisant  à  la  congrnence 

ba'  ^  I  ; 

semblablement,  b'  est  l'associé  de  a  suivant  le  module  b; 
enfin  E(x)  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans 
la  quantité  x.  J.  Franel. 

1820  (1899,  196).  —  Etant  donnés,  dans  un  même  plan,  un 
faisceau  de  coniques  ayant  entre  elles  un  double  contact,  et 
une  courbe  algébrique  GJÎ^,  on  mène  les  tangentes  communes 
à  G",  et  à  chaque  conique;  déterminer  le  lieu  des  points  de 
contact  sur  les  coniques.  V.  Retam. 

1821  (1899,  196).  —  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  tan- 
gentes à  une  conique  centrale  et  ayant  pour  foyer  un  point 
fixe  est  une  courbe  unicursale  du  douzième  ordre  et  de  la 
dixième  classe,  ayant  un  point  sextuple,  avec  deux  coïnci- 
dences, en  le  point  fixe  et  en  chacun  des  points  circulaires  à 
l'infini;  ayant,  en  outre,  quatre  points  doubles  ordinaires  et 
six  rebroussements.  V.  Retali. 

1824  (1899,  340).  —  Démontrer  qu'une  fonction  entière,  à 
coefficients  entiers,  de  la  forme 

(i)  x^ -\- aix'' -^  a-j.v^ -^  a3X--\- a!,x  +  i, 

qui  ne   s'annule  pas   pour   x  —  i,  — i,    ne  peut  avoir  que  les 
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diviseurs 

X'-\-  OLX  —  1 ,     3-2  4-  p  .r  -f-  I  , 

a  étant  un  diviseur  conforme  aux  nombres 

et  p  un  diviseur  commun  aux  nombres 

I  —  a2-+-«4,      «1  —  «3-+-I. 

On  voit  que  ce  théorème  donne  une  méthode  simple  pour 
décomposer  une  fonction  (i)  en  ses  facteurs  irréductibles. 

P.   BURGATTI. 

y/' 1825  (1899,  340).—  Les  côtés  BC,  GA,  AB  du  triangle  ABC 
sont  coupés  en  A',  B',  G'  par  les  bissectrices  extérieures  des 
angles  opposés,  et  en  A",  B",  G"  par  la  droite  /•  sur  laquelle 
se  trouvent  le  centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre  du  cercle 
circonscrit.  Démontrer  que  les  trois  cercles  A  A' A",  lîJB'B", 
G  G' G"  se  coupent  sur  la  dioite  /•.  G.  Gallucci. 

182G  (1899,  388).  —  Démontrer  le  développement  suivant 
d'une  fonction  entière  de  z  suivant  les  puissances  croissantes 
du  trinôme  z- —  bz  — c 


de  de 

:  A  ()2  ] 

2  !  V  de-  de 


-z)  {z'^  —  bz  —  c)-^ 


I    /d-'A        d'B     ,  ,    „ 

'— -  +  ~—z)z^-bz-cr 
de''  de^      ' 


où  A  et  B  sont  fonctions  de  b  et  de  c.  P.  Burgatti. 

1828  (1899,  388).  —  Douze  points  quelconques  étant  donnés 
dans  un  plan,  il  existe  411840  points,  tels  qu'en  les  joignant 
aux  douze  points  donnés,  on  obtienne  deux  faisceaux  en  invo- 
lution.  E.  Dewulf. 

^     1837  (1800,96).   —   Les  deux  triangles  ABG,  A'B'G'   sont 
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liomologiques  des  deux  rnaiiicres  : 

AHC 

ABC 

ABC 

C'B'A' 


Ceiilre  O 
Centre  O' 


Démontrer  que  si  o  passe  par  O'  :  i"  o'  passe  par  0;  2°  les 
six  points  O,  O',  ba' ,  hc\  b' a,  b' c  sont  les  sommets  d'un  qua- 
drilatère complet;  j"  les  six  droites  o,  o',  BA',  BC,  B'A,  B'C 
sont  les  côtés  d'un  quadrangle  complet;  4"  1^  triangle  dia- 
gonal du  quadrangle,  qui  a  pour  sommets  ba',  bc\  ba,  b'c^ 
coïncide  avec  le  trilatère  diagonal  du  quadrilatère  qui  a  pour 
côtés  BA',  BC,  B'A,  B'C.  G.  Gallucci. 

1838  (1900,  i44)-  —  Chasles  a  démontré  depuis  longtemps 
qu'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  à  point  double,  est 
tangente  à  deux  directrices  et  à  deux  génératrices  de  tout 
hyperboloïde  qui  la  contient,  et  que  les  quatre  points  de  con- 
tact sont  situés  dans  un  même  plan. 

On  demande  de  démontrer  : 

1°  Que  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  en  ces  quatre 
points  se  rencontrent  en  un  même  point  situé  sur  la  droite 
d'intersection  des  plans  osculateurs  au  point  double; 

1°  Que  ces  mêmes  plans  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 
en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  qui  sont  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  deux  directrices  et  deux  géné- 
ratrices d'un  hyperboloïde  qui  la  contient. 

On  peut  encore  énoncer  le  premier  de  ces  théorèmes  de  la 
manière  suivante  : 

Par  un  point  pris  sur  la  droite  d'inte/ section  des  plans 
osculateurs  au  point  double  d'une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre,  on  peut  mener  à  la  courbe  quatre  plans  oscu- 
lateurs autres  que  ceux  qui  la  touchent  au  point  double; 
leurs  points  de  contact  sont  situés  dans  un  même  plan,  et 
les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  quatre  points  forment  un 
quadrilatère  gauche.  E.  Genty. 


1847  (1900,  191).  —  Un  fil  homogène  de  longueur  /,  dont 
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le  poids  par  unité  de  longueur  est.  to,  est  attaché  par  une  de 
ses  extrémités  à  un  point  fixe,  tandis  que  l'extrémité  libre 
porte  un  poids  p. 

Ce  fil  est  soumis  à  l'action  du  vent  soufflant  horizontalement 
avec  une  intensité  et  dans  une  direction  constantes.  On  admet 
que  la  pression  du  vent  sur  chaque  élément  infiniment  petit 
du  fil  est  proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale 
de  la  vitesse,  et  l'on  demande  de  déterminer  la  forme  d'équi- 
libre du  fil. 

Examiner  ce  que  devient  celte  forme  d'équilibre  dans  le 
cas  où  /j  =  o.  M.  d'Ocagne. 

V  1850  (1900,  aSg).  —  Soient,  dans  la  circonférence  circon- 
scrite au  triangle  ABC,  a,  p,  y  les  points  diamétralement  op- 
posés aux  sommets  A,  B,  C. 

pY  coupe  AG  et  AB  en  /     et  /'; 
ay        »        BA  et  BC   en   m  et  jix!\ 
a^        »       GB    et  GA  en   n    et  n' . 

,0n  mène  /0|,  /«Oi,  nOi    respectivement  perpendiculaires 
à  GO,  AO,  BO  ;   de  même  l\Of,  'W1O2,  «1  O2  respectivement 
perpendiculaires  à  BO,  GO,  AO. 
Démontrer  que  : 

i"  Les  trois  droites  /Oi,  /«Oi,  nÇ)\  se  coupent  en  une  même 
point  Oi; 

•1"  Les  trois  droites  /i  O2,  'H1O2,  /ïi  O2  se  coupent  en  un 
même  point  O2I 

3°  Les  trois  points  0|,  O,  O2  sont  en  ligne  droite,  et 

00,  =  002; 

4"  La  droite  O1O2  est  parallèle  à  la  droite  de  Brocard  du 
triangle  ABG.  A.  Dkoz-Farnv. 
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MOIVEMEMS  PLA\S  «AXS  LESQIKLS  LA  TAXGE.XTE 
A  liX'E  VITESSE  AXGILAIRE  COXSTAME  ; 

Par  m.  Gh.  MICHEL. 


1.  Je  me  propose  d'établir  un  tliéorème  très  simple 
qui.  je  le  crois  du  moins,  n'a  pas  encore  été  remarqué. 
En  voici  l'énoncé  : 

Etant  donnée  une  courbe  plane  F,  si  un  point  M 
se  meut  su}'  cette  courbe  de  façon  que  la  direction 
de  la  tangente  en  M  ait  une  vitesse  angulaire  cons- 
tante^ la  droite  qui  porte  le  vecteur-accélération  est 
symétrique  par  rapport  à  la  normale  de  la  droite 
qui  joint  le  point  M  au  centre  de  courbure  corres- 
pondant de  la  développée  de  F;  et  réciproquement. 
En  outre,  le  vecteur-accélération  est  da/is  un 
rapport  constant  avec  le  vecteur  qui  a  pour  origine 
le  point  M  et  pour  extrémité  le  symétrique  par  rap- 
port à  la  normale  du  centre  de  courbure  de  la  déve- 
loppée. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  orientons  le  plan,  puis 
la  courbe  F.  Désignons  par  5  l'abscisse  curviligne  du 
point  M  sur  la  courbe  F,  comptée  à  partir  d'un  certain 
point  fixe  de  la  courbe.  Orientons  d'autre  part  la  tan- 
gente en  M,  dans  le-  même  sens  que  la  courbe;  dési- 
gnons par  9  l'angle  polaire  de  l'axe  A  ainsi  défini  sur 
la  tangente,  compté  à  partir  d'un  certain  axe  fixe  du 
plan.  Sur  la  normale  en  JNI  à  F,  choisissons  l'axe  A'  tel 
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que  l'on  ait  (A,  A')  =  -{--•  Soit  I  le  ceiiire  de  courbure 
correspondant  au  point  M.  On  sait  que,  sur  l'axe  A', 
on  a,  en  valeur  absolue  et  en  signe, 


MI 


R  -  ^^ 


Orientons  la  développée  de  Y  dans  le  même  sens  que 
sa  tangente  en  I.  Désignons  par  a-  l'abscisse  curviligne 
du  point  I,  comptée  à  partir  d'un  certain  point  fixe  de 
la  développée  ;  on  sait  que  l'on  a 

d'y  =  rfR. 

Sur  la  normale  en  I  à  la  développée,  clioisissons  l'axe  A" 
tel  que  l'on  ait  (A\  A")  =  H---   Soit  I|   le  centre  de 


courbure  de  la  développée  correspondant  au  ])oint  1. 
Sur  l'axe  A",  on  a,  en  grandeur  et  en  signe. 


II,= 


d^ 


d{(i 


cm 


Par  suite,  sur  Taxe  A,  opposé  à  A",  axe  parallèle  à  A  et 
de  même  sens  que  A,  on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 


111  = 


dR 

di)' 


(  zg:\  ) 

Si  K  est  le  symétrique  de  f)  par  rapport  ù  I,  on  a,  sur 
l'axe  A|  (le  même  sens  que  A,  en  grandeur  et  en  signe. 


dW 
'dn 


Gela  posé,  supposons  que  la  vitesse  angulaire  de  la 
direction  de  la  tangente  en  M  à  F  soit  constante;  on  a 
alors,  t  étant  le  temps. 


—r-  =  A  =  const. 
dt 


Soient  iVj  et  iVj^  les  projections  orthogonales  du 
vecteur-accélération  sur  l'axe  A  et  sur  l'axe  A'.  On  sait 
que  l'on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 


dv 

Wt==  —r- 
dt 

Or,  on  a 

ds 

Par  suite, 

on 

a 

ws 


ds   f/f)  _  .  ^ 


_dv  _dv  d(i  _.^  dK 
'^^  ~  dt  ~  dH  Tt  ~  ^"M 


«'N=  -^  =X^R. 


Les  projections  ortliogonales  du  vecteur-accélération 
sur  les  axes  A  et  A'  sont  donc  proportionnelles  aux  pro- 
jections orthogonales  du  vecteur  MK  sur  les  mêmes 
axes,  le  rapport  de  proportionnalité  étant  À-.  Le  vecteur- 
accélération  est  situé  par  suite  sur  la  droite  MK  qui 
est  symétrique  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale 
en  iM  à  F  de  la  droite  qui  joint  le  point  M  au  centre  de 
courbure  1,  de  la  développée  ;  en  outre,  il  est  dans  le 
rapport  constant  A-  avec  le  vecteur  MK. 

En  particulier,  si  la  vitesse  angulaire  de  la  tangente 
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en  M  est  égale  à  +  i  ou  à  —  i,  rextrémité  du  vecteur- 
accélération  coïncide  avec  le  point  K. 

Supposons,  réciproquement,  que  le  mouvement  de  M 
sur  r  soit  tel  que  le  vecteur-accélération  de  M  soit 
constamment  situé  sur  la  drtjite  MK.  On  a  alors 

UL  étant  une  certaine  fonction  de  t.  Il  s'agit  de  montrer 
que  'JL  est  constant.  Or,  on  a 

«'t  =  ^  =  l^'  ''• 

et,  par  suite,  t^  =  ±:  ijlR  ;  nous  pouvons  choisir  l'égalité 
i>  =  [jlR.  On  en  déduit 

ds  ^  ds 

dt        '  '    f/0 

d'où 

d() 


dt 


D'autre  part,  on  a 


„  d¥{  dv       ^  dix  dR 

'      f/0  *        dt  dt         ^     dt 


et,  comme  on  a 

dR  _  dR 

'■"  TTfT  ~  "^  ' 

on  obtient  (inalcHienl 

F»  -7-  =  o, 
dt 

d'où  il  résulte  bien  que  ij.  est  constant.  L  i  vitesse  angu- 
laire -p  de  la  direction  de  la  tangente  en  M  est  donc 
constante. 

Remarque.  —  Supposons  que  la  vitesse  angulaire 
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(le  la  dlrecllou  de  la  tangente  en  M  soit  constante  el  égale 
à  A.  Il  en  est  de  même  de  la  vitesse  angulaire  de  la 
direction  de  la  tanj;ente  en  1  à  la  développée.  En  appli- 
(juant  le  tliéorème  précédent,  on  voit  que  Taccéléra- 
lion  du  point  I  est  située  sur  la  droite  qui  joint  le 
point  I  au  svnu'trique  K,  du  centre  de  courbure  l.^  de 
la  seconde  développée  par  rapport  au  centre  de  cc^ur- 
bure  I,  de  la  |)remière  développée  et  qu'elle  est  dans 
un  rapport  constant  é«al  à  A-  avec  le  vecteur  IK,  ;  et 
ainsi  de  suite. 

Exemple.  —  Supposons  que  la  courbe  F  soit  une 
cjcloïde  ;  soit  L  la  droite  cjui  passe  par  les  points  de 
rebroussement.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  droite  IMI, 
est  constamment  perpendiculaire  à  L  et  que  la  longueur 
Ml,  est  constante  et  éi;ale  au  double  du  diamètre  du 
cercle  générateur.  La  droite  symétrique  de  Ml,  par 
rapporta  la  tangente  et  à  la  normale  en  M  à  la  cjcloïde 
est  alors,  couime  on  le  voit  bien  facilement,  la  droite 
<{ui  joint  le  point  M  au  centre  O  du  cercle  générateur 
dans  la  position  qui  correspond  au  point  M.  On  a  ainsi 
le  tiu'orème  suivant  : 

Si  un  point  M  se  meut  sur  une  cycloïde  de  façon 
que  la  vitesse  angulaire  de  la  direction  de  la  tan- 
gente en  M  soit  constamment  égale  à  un  nom,bre 
fixe  A,  le  vecteur-accélération  de  M  est  situé  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  M  au  centre  O  du  cercle 
générateur  et  il  a  une  longueur  constante,  égale 
à  4A-a,  a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur.  Réci- 
proquement ^  si  le  point  M  se  meut  sur  la  cycloïde 
de  jaçon  que  le  vecteur-accélération  soit  constam- 
ment situé  sur  la  droite  MO,  la  vitesse  angulaire 
'le  la  direction  de  la  tangente  en  M  est  cons- 
tante. 
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2.  Supposons  que  le  point  M  se  déplace  sur  la 
courbe  F  de  façon  que  la  vitesse  angulaire  de  la  tan- 
gente en  M  soit  constanimenl  égale  à  i .  La  vitesse  du 
point  M  est  alors  un  vecteur  qui  a  pour  projections 
orthogonales  sur  les  axes  A  et  A'  respectivement  R  et  o. 
La  vitesse  du  centre  de  courbure  I  correspondant  est 
en   même    temps    un  vecteur  qui  a  pour  projections 

orthogonales  sur  A  et  A'  respectivement  o  et  -^-  Il 

en   résulte  que   la   vitesse   du  milieu   P  du  rayon  de 

courbure  MI  a  pour  projections  orthogonales^  sur   A 

R        I  r/R    ^,  1 

et  A  respectivement  —  et  — 77--  U  autre  part,  le  vecteur 

MI,  a  pour  projections  orthogonales  sur  A  et  A'  respec- 

tivement tt-  et  R.   On    reconnaît   immédiatement 

que  la  vitesse  de  P  est  perpendiculaire  à  MI,.  On  a 
ainsi  le  théorème  suivant  : 

M  étant  LUI  point  variable  d'une  courbe  plane  F, 
la  tangente  au  lieu  du  milieu  du  rayon  de  cour- 
hure  relatif  à  M  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
joint  le  point  M  au  centre  de  courbure  cor'^espon- 
dant  de  la  développée. 

Soit,  comme  application,  à  trouver  une  courbe  F 
telle  que  la  droite  qui  joint  un  point  M  variable  de 
cette  courbe  au  centre  de  courbure  correspondant  de 
la  développée  ait  une  direction  fixe.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  la  tangente  au  lieu  du 
milieu  du  rayon  de  courbure  de  F  ait  une  direction 
fixe;  autrement  dit,  il  faut  et  il  suffit  que  le  milieu  du 
rayon  de  courbure  de  F  décrive  une  droite.  Il  en  résulte 
que  la  courbe  F  est  une  cycloïde. 

3.  Soit  à  déterminer,  dans  un  plan,  la  trajectoire  F 
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(11111  poinl  mobile  M,  saclianl  que  la  vitesse  angulaire 
(!(•  la  direction  de  la  tangente  est  constante  et  que  le 
mouvement  de  la  projection  orthogonale  m  de  M  sur 
un  axe  fixe  x' x  est  uniforme. 

Dire  que  le  mouvement  de  m  est  uniforme,  c'est 
dire  que  le  vecteur-accélération  du  point  M  est  cons- 
tamment perpendiculaire  à  x'x.  Pour  qu'il  en  soit 
ainsi,  la  vitesse  angulaire  de  la  direction  de  la  tangente 
en  M  à  F  étant  supposée  constante,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  droite  symétrique  par  rapport  à  la  tangente 
en  M  à  T  de  la  droite  gai  joint  le  point  M  au  centre 
de  courbure  1<  correspondant  de  la  développée  de  Y 
ait  une  direction  fixe  :  telle  est  la  propriété  caracté- 
ristique qui  définit  géométriquement  la  courbe  F. 
Cetle.,propriété  rapproche  la  courbe  F  cherchée  de  la 
cycloïde. 

Fisr.  3. 


5s 

y. 

4 

u  /   / 

/ 

yp^ 

\, 

/ 

lA           Vi          ■^. 

ce' 

m 

y: 

JC 

Menons  par  M  l'axe  x\  Xt  parallèle  à  l'axe  donné  x'  x, 
et  de  même  sens,  puis,  le  plan  étant  supposé  orienté, 
menons  par  M  l'axe  J'jJ',  tel  que  l'on  ait 


(a^t^'i,  J'i^'i)  =  -^-' 
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Soit  MV^  le  vecleui'-vitesse  du  point  M  ;  projetons 
orthogonalement  V  en  H  siira?^  a?) .  La  vitesse  du  point  m 
étant  supposée  constante,  le  vecteur  MH  est  équi- 
pollent  à  un  vecteur  fixe  et  il  a  sur  l'axe  x\xx  une 
mesure  aloébrique  constante  a.  Projetons  I  en  U  ortho- 
gonalement sur  y\y\-  En  se  servant  des  notations  du 
paragrapiie  i,  on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

Ml  =  i^IV. 

Par  suite,  les  angles  (.r,j?',,A)  et  (y^y■\^\')  étant 
égaux,  on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

MU  =  luw  =  ~. 

A  A 

La  courbe  cherchée  est  ainsi  telle  que  la  projection 
orthogonale  sur  un  axe  fixe  du  vecteur  qui  a  pour  ori- 
gine le  point  ^I  de  celte  courbe  et  pour  extrémité  le 
centre  de  courbure  I  correspondant  soit  constante. 
C'est  donc  la  chaînette  cV égale  résistance  de  Coriolis. 
Si  l'on  posey=/>,  cette  courbe  a  pour  équation 
cartésienne,  par  rapport  à  l'axe  x'x  et  à  un  axe  y' y 
directement  perpendiculaire  à  x' x^ 

1£_     =:  L  COS    ( <    <  H 


■X  p  1 


X(^  et  yo  étant  les  coordonnées  du  point  où  la  tangente 
est  parallèle  à  x'x. 

4.  Je  terminerai  par  la  démonstration  d'une  pro- 
priété de  la  chaînette  d'égale  résistance  qui  se  rattache 
aux  questions  précédentes,  et  qui  est  la  suivante  : 

P  étant  le  milieu  du  rayon  de  courbure  MI  de  la 
chaînette  d 'égale  résistance ,  le  centre  de  courbure  J 


(  -^e.,  ) 

tlu  lieu  de  V  est  sitiu-  sur  lu  parallèle  à  l'axe  de  la 
rliaînette  d'('gale  r('sista/ice  jue/iée  par  le  point  I. 

\ous  avons  etaljli  au  paragraplie  "1  que  la  normale 
au  lieu  de  P  est  parallèle  à  la  droite  -MI),  I,  étant  le 
centre  de  courbure  de  la  dévehqtpée  de  la  cliainette 
d'égale  résistance.  En  reprenant  les  notations  déjà 
employées,  posons 

iyy',  A')  =  e. 

Sur  la  droite  AU,  qui  est  symétrique  par  rapport  à  A 
de  la  parallèle  à  l'axe  de  la  cliaùiette  menée  par  M,  il 
existe  un  axe  D,  tel  que  l'on  ait 

(yi-',  D,)  =  2O. 

Choisissons  sur  la  normale  au  lieu  de  P  Taxe  0'  de 
même  sens  que  A,  ;  on  a  ainsi 

iyy\  5')  =  -2  0. 

Puis,  prenons  sur  la  tangente  au  lieu  de  P  Taxe  0  tel 

que  Ton  ait  (0.  S')  =  —  -^  et,  par  suite, 

(yy^  5)  =  20—  '-. 

Orientons  la  courbe  décrite  par  P  dans  le  même  sens 
(pie  sa  tangente  et  désignons  par  Tj  l'abscisse  curvi- 
ligne du  point  P  comptée  à  partir  d'une  certaine  origine 
fixe  sur  la  courbe. 

On  a.  d'après  une  lormule  bien  connue, 

<i(  PI)  =  (h   —  dsy  cos(A',  0) 

=  cZR  —  dsx  cos  f  0  —  —  j 
=  dK  —  ds,  sinO. 
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Mais,  P  étant  le  milieu  de  ^11,  on  a 

d(Pl)=  -d(m)  =  — 

■i  -x 


On  a  donc  finalement 


.      .    .       dK 
dsx  PinU  =: 


Cela  posé,  sur  l'axe  o',  on  a,  en  grandeur  et  en  signe, 

PI  =     "^^1     _   '^•'''1 
~~  d{A^)        îd^ 

et,  par  suite, 


4sine<ie 


Soit  J'  la  projection  orthogonale  de  J  sur  A'.  On  a, 
sur  A',  en  grandeur  et  en  signe, 

PJ'=  PJ  cos(A',  o')  =  PJ  cosO 
_         dR 
~~  4  tang6  d(i 

Mais,  sur  l'axe  A",  passant  par  I,  directement  perpen- 
diculaire à  A',  on  a 

II  -^. 

Il  s'ensuit  que  l'on  a,  en  se  servant  des  projections 
orthogonales  du  vecteur  Ml,  sur  A'  et  sur  A', 

dR 

dh  dR 

tange  =  _=^^^. 

On  obtient,  par  suite,  l'égalité 

(jui  montre  que  J'  est  le  milieu  de  Pï.  La  droite  IJ  est 
donc  symétrique  de  la  droite  PJ  par  rapport  à  la  parai- 
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lole  menée  par  J'  à  la  tangente  eu  M  à  V.  La  droite 
symétrique  de  MI,  par  rapport  à  cette  langenle  étant 
parallèle  à  l'axe  de  la  courbe  F,  la  droite  IJ  est  aussi 
parallèle  à  cet  axe,  et  la  propriété  énoncée  est  établie. 
La  cliainette  d'égale  résistance  est  ainsi  telle  que  la 
droite  qui  Joint  son  centre  de  courbure  à  celui  du 
lieu  du  milieu  de  son  rayon  de  courbure  ait  une 
direction  fixe.  Cette  propriété  appartient  aussi  à  la 
cjcloïde  ;  dans  le  cas  de  la  cycloïde,  en  effet,  le 
milieu  P  du  rayon  de  courbure  MI  décrit  la  droite  L 
qui  passe  parles  points  de  rebroussement,  le  centre  de 
courbure  J  du  lieu  de  P  est  à  l'infini  dans  la  direction 
des  perpendiculaires  à  L,  et  la  droite  IJ  est  constam- 
inent  parallèle  à  cette  direction. 

5.  De  ce  qui  précède  il  résulte  aussi  que,  si  la 
courbe  F  est  une  chaînette  d'égale  résistance,  le  centre 
de  courbure  J  du  lieu  de  P  esta  égale  distance  deV 
et  du  centre  de  courbure  I  de  la  courbe  F. 

Cette  propriété  est  caractéristique  de  la  cliainette 
d'égale  résistance. 

En  effet,  reprenons  les  notations  du  paragraphe  1  ; 
clioisissons  en  outre  sur  MI,  un  axe  D,  ;  svir  MK  il 
existe  un  axe  D2  tel  que  la  normale  en  M  k  F  soit  la 
bissectrice  de  l'angle  formé  par  D,  et  D2.  Posons 

(D,,  D')  =  «. 

Choisissons  sur  la  normale  au  lieu  du  milieu  P  de  Ml 
l'axe  0'  de  même  sens  que  D,  et  sur  la  tangente  en  P  à. 

cette    courbe    l'axe    0   tel    que    l'on  ait   (8,  o')  =  -' 

Orientons  le  lieu  de  P  dans  le  même  sens  que  la  tan 
gente  et  désignons  par  t,   l'abscisse  curviligne  de  P. 
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En  vertu  d'un  calcul  fait  au  paragraphe  4,  on  a 

,      .           dR 
(isi  sin  a  =  • 

2 

Si  6  désigne  l'angle  polaire  de  A  par  rapport  à  un  axe 

iixe  ic'j7,   l'angle  polaire  de  o'  est   égal  à  H -\ h  y-', 

celui  de  o  est  égal  à  9  +  a.  J  étant  le  centre  de  cour- 
bure du  lieu  de  P,  on  a,  sur  Taxe  3',  en  grandeur  et  en 
signe, 

PJ  ^'' 


d{0  -+-  OL) 
et,  par  suite, 

pj=       «"^ 


2(  (/O  -r-  ^a)  siii  a 


Si  l'on  a  JP  =  JI,  la  projection  orthogonale  J'  de  J 
sur  MI  est  le  milieu  de  PI  ;  on  a  donc,  sur  l'axe  A', 

Mais  on  a 

PJ'=  PJ  cos(A',  o')=  PJ  cosa. 

Par  suite,  on  a 

^R _  R 

2(0^) -(- f/a)  tanga         \ 

Mais,  sur  l'axe  A"  passant  par  I,  directement  perpen- 
diculaire à  A',  on  a 

Il  s'ensuit  que  l'on  a,   en  se  servant  des  projections 
orthogonales  du  vecteur  MI,  sui;  A'  et  sur  A", 


dd-r- 

dx 

rfa 

=  ' 

nO 

0  — a 



COI 

(  3:.H  ) 

Ou  ohlieiit,  [»ar  suite.  rcij;alil(J 

dîl 
c"est-i"i-tllrc 

d'où  Ion  déduit 

Or,  l'angle  polaire  de  iJo  par  rapport  à  l'axe  fixe  x'x 

est  égal  à  h  — ■  a  ^  -•  On  voit  donc  que  la  droite  MR 

est  parallèle  à  une  droite  fixe  ;  la  courbe  F  est  liien  une 
cliainette  d'égale  résistance. 


CERTIFICAT   DAPTITLDE 
A  L'E\SEIGXEME\T  SECOXDAIRE  DES  JEllXES  FILLES. 

(deuxième    partie). 


Session  de  1917. 

I.  On  donne  deux  droites  orientées  a  et  ç  non 
situées  dans  un  même  plan ^  un  point  A  sur  la  pre- 
mière^ un  point  B  sur  la  seconde;  cette  figure 
dépend^  pour  la  grandeur^  de  quatre  paramètres 
{longueur  de  la  perpendiculaire  commune  CD,  ...). 
Faire  voir  qu'il  existe  une  sphère  S  tangente  à  la 
droite  u  au  point  A^  à  la  droite  i'  au  point  B.  et  que^ 
si  O  est  le  centre  de  cette  sphère,  il  existe  une 
droite  Oz  orthogonale  à  la  droite  AB  et  faisant 
des  angles  égaux  avec  les  directions  u  et  <-•.  On  rap- 
porte la  figure  à  un  trièdre  trirectangle  0.r,  Oy, 
Oz.  V origine  O  et  l'axe  Oz  étant  le  point  O  et  la 


(  374  ) 

droite  Oz  dont  onvient  de  parler ,  le  plan  bissecteur 
du  drièdre  [zOx,  zOy)  étant  perpendiculaire  à  la 


droite  AB.  Soit  R  le  rayon  de  la  sphère  S,  et  soient  a, 
6,  c  les  coordonnées  du  point  A;  soient  a,  ^,  y  les 
cosinus  directeurs  de  la  droite  u,  et  X,  [ji,  y  ceux  de 
la  droite  f. 

i"  Ecrire  les  cinq  relations  qui  lient  les  neuf 
quantités  R,  «,  b,  c,  a,  ^,  y,  A,  a. 

2°  Exprimer  les  coordonnées  x\  y' ,  :•'  d'un 
point  M  de  la  droite  u  en  jonction  de  la  quan- 
tité AM  =  p,  et  les  coordonnées  x" ,  y%  z"  d'un 
point  N  de  la  droite  r  en  fonction  de  la  quan- 
tité BIN  =  (7. 


II.  On  considère  alors  une  droite  variable  S.  ren- 
contrant les  droites  u  et  v  en  deux  points  M  et  N 
tels  quon  ait 

mn^  =  (âm-bn)'. 


(  '^T^  ) 
1°  Etablir  la  relation  qui  existe  entre  les  quan- 
tités A\I  =  p,  BN  :=  T.  Cette  relation  peut  recevoir 
la  forme 

(l)  (l  — G)pc7  — Ap  — Bcr-f-D  :=0, 

avec 

A  =  è  X  -f-  «  p  -i-  cy,         B  =  «X  -\-  b\i.-\-  c -,', 

C  =  a), -1- p[j.-+- y2,  D  =  (a  — 6)2. 

Indiquer  le  sens  géométrique  des  constantes  C, 
A  etB. 

2°  Faire  iwir  que  la  droite  A  reste  tangente  à  la 
sphère  S.  Pour  cela^  après  avoir  écrit  pour  les  coor- 
données dun  point  P  de  cette  droite 

x'  -f-  kx"  y'  -+-  ky"  ,  PM 

^=    .  ,  ,.  '      y-  '■ 


i-t-  A  I  -f-  /f  Pl\ 

on  formera  V équation  qui  donne  les  valeurs  de  k 
correspondant  aux  points  d' intersection  de  la  droite 
avec  la  sphère^  on  introduira  p  et  t  et  Von  trouvera 

(Âcr+  p)î=  o. 

De  la  valeur  trouvée  pour  k  on  déduira  que,  si  ^  est 
le  point  de  contact  de  la  droite  avec  la  sphère,  on  a, 
en  orientant  convenablement  la  droite  A, 

PM=ÂM,         PN  =  BN,         NM=ÂM  — BN. 

3*^  Calculer  la  cote  z  du  point  P  et  en  déduire  le 
lieu  de  ce  point.  La  droite  A  étant  orientée  comme 
on  vient  de  dire,  calculer  le  cosinus  de  l'angle  de 
cette  droite  avec  Oz.  En  déduire  géométriquement 
le  lieu  de  la  droite  A. 

III.   Soient  M,  la  position  du  point  M  lorsque  le 


(  3:6  ) 

point  IN  est  à  L'infini,  et  No  la  position  du  point  JN 
Lorsque  Le  point  M  est  à  l'infini;  soit  CD  la  perpen- 
diculaire commune  aux  deux  droites  u  et  v]  on 
pose 

Etablir  qu'on  a 

:'  — Ct'  =  â,       a'  — Cp'=B, 


'  I  —  C  1  —  L 


p'  -T-  ct'  =  Pi  -1-  T2i         <ÏMi  -i-  D.Nj  =^  o. 

Montrer  qu'on  peut,  sans  modifier  Les  points  M 
et  N,  déplacer  les  points  A  e/  B  et  réaliser  la  con- 
dition AC  H-  BD  :=  o,  c'est-à-dire 

p'  -I-  t'  =  o,         p,  4-  ^2  =  o,         A  -f-  B  =  O  ; 

les  points  M,   e^  A 2  sont  alors  déterminés  par  les 
relations 

^  =  ^ =_cot2  !(«,('). 

On  peut,  dans  l'hypotlièse précédente  (A  +  B  =  (t), 
changer  siînultanémejit  ^  en  —  t  et  <7  en  —  p,  ce  qui 

revient  à  clianger  CM  en  — •  DiN   et  iJ.N  en  — CM; 
rendre  compte  de  ce  fait  géomét riquement . 

Déduire  directement  de  La  relation  (i)  les  condi- 
tions dans  lesquelles  cette  relation  est  de  la  forme 

pa  =  const. 

Solution 

Par  UNI-:  Abonnék. 

Je  prie  le  lecteur  de  se  re[)()rter  à  l'énoncé  quand 
il  j  a  lieu. 


(377) 
i.    Les  quatre  |mr.iniètres  dont  dépend  la  (igiire  sont 
la    longueur    de     la    |)ei[)eu(liculain'     eomuiune    CI3, 

1  ani;le  des  deux  droites,  les  valeurs  des  (|uantité>  GA 

et  DB.  Le  eentrc  de  la  sphère  S  est  l'intersection  des 
plans  perj)endiculaires  aux  droites  //  et  r  en  A  et  B  et 
du  plan  perpendiculaire  à  la  droite  AB  en  son  milieu. 
Pour  avoir  la  droite  O:;  on  mène  par  le  point  O  des 
|)arallèles  aux  droites  orientées  u  et  f,  et  l'on  [)rend 
rintersection  du  plan  mené  par  la  bissectrice  de  l'angle 
de  ces  parallèles  perpendiculairement  à  leur  plan  avec 
le  plan  mené  par  O  perpendiculairement  à  la  droite  AB. 
Les  cinq  relations  (jui  lient  a  priori  les  neuf  quan- 
tités Pi,  ...  sont,  en  observant  que  les  coordonnées  du 
|)oint  B  sont  b,  a,  c, 

ai  -^   b^-^  c2  =  R2, 
a  X  -+-  6  3  -H  c  Y  ^  o, 

6  À  —  a  ;-i  -i-  c  Y  =  o, 
/.2  -H    ij.2  -f-  Y"  =  I  ; 

si  l'on  voulait  tirer  a  et  a  des  deux  dernières,  on  ren- 
contrei'ait  la  solution  étrangère  \  =  ^,  u-  =  a.  Les  for- 
mules demandées  pour  les  points  M  et  N  sont 

a;' =  a -+- ap,  ...,         ,r"=6-t-À7,  .... 

IL    r'  La  relation  Nm'=(ÂM  —  BN)' donne 

[a  —  é  -i-  (ao  —  À 7)]2 

4-  [(6  -  a)  -+-  r  fjp  -  ;j.a)]î  --  y^?  -  ^)^  =  f  p  -  a)^, 

ou,  après  suppression  du  facteur  2, 

(  a  —  /^  j*  -^  (  a  —  6  )  (  xp  —  >.7  —  ^p  -t-  JAT  ) 

-\-  [i  — aX  —  ^;ji  — Y*]p<T  =  o; 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  XVII.  (Oct.  1917.)  29 


(  ^78  ) 
le  coefficient  de  o  esl 

ai  —  bx  —  «^4-6!i         ou         —  (ia-r-«^-!-CY), 

et  roii  a  de  même  celui  de  3".  On  a  bien 

<i)  (i— C;pT  — Ap  — Bc7 -f- D  =0, 

les  coefficients  ayant  les  valeurs  indiquées  par  l'énoncé. 
Ou  a  évidemment 

A  =  Rcos(OB,  «/),  B  =  Rcos(OA,  (^)  C^cosi  u,  v). 

■à"  L'équation  en  />■  demandée  est 

( x'  -+-  /cx"f  -^  (y' H-  /y  )2 -h  (^'  +  /..s" j2  —  ( I  -h  A;2 R2  =  o. 

Le  coefficient  de  /,"-  est 

a;"-  -t-  y  2  +  ^"2  —  K2^ 

et,  en  tenant  compte  des  relations  écrites  au  début,  il 
se  réduit  à  a-- ;  le  terme  indépendant  esl  de  même  p-; 
le  coefficient  de  2/  est 

x'  x"  -^  yy  -+-  -'-S*  —  R^, 

ou 

Gpa+  Âp  -4-B7  — D, 

DU  p7,  d'après  la  relation  (  i).  Cette  équation  est  donc 

(A-cr-t-  p)^-=  o; 

la  valeur  double  trouvée  pour  /,  indique  bien  que  la 
droite  A  est  tangente  à  la  sphère  S.  (Jn  a,  d'ailleurs. 
[)our  le  point  P,  d  après  la  sii;nification  de  A', 

"PÂÎ         0 


*'est-à-dire 


A. M    _    BJN    _  A  M  —  ];\ 
PM    ~    Pis    ~         AÂÏ 


(  3:9  ) 

en  tenant  compte  de  la  relation 

NM"  =  (ÂÂÏ  —  BN  )' 
et  en  orientant  convcnablenient  la  droite  A;  on  a  alors 
NM=ÂM  — BÂ. 
o"  On  a,  pour  le  ])oint  P, 

z'-r-kz"        1^  z'  —  p  z''        7('c-HYpi  —  P^C'—'!^) 

1  -r-  /i  T  p  7  —  0 

le  lieu  du  point  P  est  la  section  de  la  sphère  par  le 
plan  :■  =  c. 

Le  cosinus  de  l'angle  de  la  droite  A  avec  O:;  est 


NM 


l'angle  de  A  avec  O^  est  constant  et  égal  à  l'angle  que 
les  droites  u  et  ç  font  avec  O^. 

Le  lieu  de  la  droite  A  est  un  hjperboloïde  de  révo- 
lution d'axe  Oc,  et  la  sphère  !Sest  inscrite  à  cethyper- 
holoïde.  Les  droites  a  et  p  sont  deux  génératrices  du 
second  système.  On  s'explique  bien  qu'on  ait  : 

PM  =  ÂM,  PN  =  BJV,  NÂT^  PM— PN  =ÂM  — BN. 

liï.  a.  On  a  immédiatement,  comme  il  est  bien 
connu  pour  une  relation  liomogra])hique, 

_      B  _      A 

'•-7":rc'      ''--TTC' 

la  relation  (i)  donne 


Ml  M  X  N2N  =  const. 
Soit    CD    la    perpendiculaire    commune   aux   deux 


(  38o  ) 
droites  u  et  v,  et  posons 

p'  =  ÂG,  cr  =BD; 

les  coordonnées  des  points  G  et  1)  étant 

a  -H  ao',          h  ■+-  ^p',          c  -+-  yp' 
6  +  X7',         ........  


en  éciùvant  que  la  droite  CD  est  ])erpendlculaire  à  la 

droite  M,  on  a 

a ( a:'  —  a^" )  + .  .  .  -4- .  .  .  t=  o, 
ou 

(  ar'  -+-.  .  .)  —  (aa:-"-i-  .  . .)  =  o, 
ou 

aa  +  ^p  -t-cy-l-p'  —  (^a  +  a  ^ -f- cy  j  —  (aX  +  3[ji -h  Y^)c?' =  o, 


p'— Ca'=  A; 

on  a  de  même,  en  écrivant  que  la  droite  CD  est  per- 
pendiculaii'C  à  la  droite  r, 

a'—  Cp'  =  B. 

On  a,  en  additionnant  ces  deux  relations, 
,       A  +  B 

?    +  3    =    ■    _  ^     =  pi  +  ^2, 

d'où 

ou 

(2)  GmI+DnI=o; 

ainsi  les  deux  points  M,  et  No  ne  sont  pas  quel- 
conques, les  deux  vecteurs  (CM,)  et  (DN2)  ont  des 
mesures  opposées. 

b.   La  relation 

NM  =  ÂM  -  BN 


(  38.  ) 

ne  cessera  pas  d'être  salist'aite  avec  les  mêmes  points  M 
et  iN  si  l'on  remplace  les  points  primitifs  A  et  B  par 
deux  points  A'  et  B'  obtenus  en  faisant  subir  aux  pre- 
miers des  déplacements  égaux  sur  les  droites  orien- 
tées M  et  p;  le  choix  de  ces  points  n'introduit  donc 
qu'un  paramètre  dans  la  question,  et  l'on  s'explique 
ainsi  que  les  points  M<  et  No  dépendent  l'un  de  l'autre. 
En  particulier,  on  peut  prendre  comme  points  A 
et  B  deux  points  spéciaux  Ao  et  Bq  tels  qu'on  ait 


(3) 


AoG-hBoD  =  0, 


comme  sur  la  figure  2;  il  suffît  de  faire  subir  aux  points 
primitifs  A   et  B  des  déplacements  égaux  ayant  pour 


Fis.  2. 


valeur  commune ;  on  a  alors  A»  M,  +  Bo  Nj  =  o . 

(3n  a  donc,  avec  ces  points  spéciaux  Aq  et  Bo, 

p'  -H  cr'  =  o,  ?i  +  "^2  ^  ^1 

d'où 

A-+-B  =  0; 


(  382  ) 
cela  donne 

,  _      A      _    —  B  ,_      B      _    -A 

•'  ~  7^^  ""  7^^ '       '  "  TTC  ~  in:  ' 

on  a,  pour  délerminer  les  points  M,  etNa,  les  formules 

?i        ^'>  I  -+-  G  I 

(4)  —    =    -5=  —   - ^    =   —  COl2   -    (  f<,    t>), 

,0  a  (  —  Là  7. 

qui  ont  un  caractère  géométrique. 

Avec  ces  points  spéciaux  Aq,  Bo,  dont  l'emploi  ne 
particularise  nullement  le  problème,  la  relation  (i) 
devient 

(5)  (r  — G);7  — A(p  — 7)-4-D  =  o; 

si  elle  est  satisfaite  pour  les  valeurs  p  =/>,  '3-  =  </i  elle 
Test  aussi  pour  les  valeurs  p'  =  —  ^,  <7'=:^p.  Gela 
veut  dire  que  si  l'on  a  pour  deux  points  M  et  iN  (  //" .  2  ) 


NM  =  AoM  — BoN, 
et  si  Ton  prend 


AoM' =  — BoN,         BoN' =— AoM 


AoG  +  GM'  =  -BoD— DN',         BoD  +  DN' =  —  AoG  —  GM, 

ou  enfin,  Aq  et  Bq  disparaissant, 

(6)  CM'^  — DN,         DÎNT^— CM, 

on  aura  encore 


N'M'  =  AM'— B\'; 

et  c'est  là  une  propriété  de  la  figure  considérée  en  elle- 
même,  indépendamment  du  choix  particulier  qu'on 
peut    faire    des    points    A    et    B.    Cette    propriété    est 


(  383  ) 
ilailleurs  évidente.  <  )n  u  d  une  part,  avec  ((i), 

ÂM^— BV  =  ÂÏÏ— BN, 

car  cela  équlvaul  à 

ÂG  -f-  C\ï'  —  ÏÏD— DV^ÂC-^CM  —  BD—  DÎ\ , 

ce  qui  a  lieu.  D'autre  [)art,  si  l'oa  mène  parle  milieu  il 
<lu  segment  CD  des  parallèles  aux  droites  orientées  u 
et  r,  et  si  Qi  est  la  bissectrice  de  Tangle  de  ces  paral- 
lèles, on  passe  du  serment  MN  au  segment  N'M'  par 
leux  renversements  successifs,  l'un  autour  de  Qt^ 
l'autre  autour  de  CD;  on  a  donc  ÎN'M'=  NM. 

c.  Voici  maintenant  un  cas  particulier.  Si  les  points 
primitits  A  et  B  sont  tels  qu'on  ait  AC  =  BD,  les  points 
spéciaux  Aq  et  Bq  sont  les  points  C  et  D.  Avec  les  points 
primitifs  A  et  B,  on  a  alors  p'  =  a-',  A  ;=  B,  et  la  rela- 
tion (i)  est  involutive;  avec  les  [)oints  spéciaux  Cet  D, 
les  coefficients  A  et  B  sont  nuls  et  Ton  a  simplement 

pj  =  const. 
(Jn  a  ici,  avec  les  points  primitifs  A  et  B, 
'_      ^      _  '_      B      _ 

de  sorte  que  M,  est  en  C,  jNo  est  en  D;  cela  est  évident 
sur  la  relation  fournie  par  les  points  spéciaux  C  et  D. 
A  priori^  si  Ton  veut  que  la  relation  (i)  entre  o  et  «x 
soit  de  la  forme  oo- =;  const.,  il  faut  que  A  et  B  soient 
nuls,  c'est-à-dire,  d'après  l'interprétation  qu'on  a 
donnée  des  valeurs  de  ces  coefficients,  il  faut  que  la 
droite  OB  soit  orthogonale  à  la  droite  a,  que  la 
droite  OA  soit  orthogonale  à  la  droite  r;  les  direc- 
tions OA  et  OB  doivent  donc  se  confondre  l'une  et 


(  -^s/,  ) 

l'autre  avec  celle  de  la  perpendiculaire  commune  CD, 
les  droites  OA  et  OB  se  confondent,  et  CD  se  confond 
avec  la  droite  AOB  qui  rencontre  u  et  c. 

11  ne  faut  pas  confondre  la  relation  générale 


M,  ,M  X  INo^  =  const. 

avec  la  relation  p3-=  const.  relative  au  cas  particulier 
dont  on  vient  de  s'occuper.  Les  points  M,  et  No  ne 
forment  oénéralemenl  pas  un  couple  de  points  pouvant 
être  substitués  aux  points  A  elB;  il  n'en  sera  ainsi  que 
si  l'on  a 

âm7=  bnI, 

c'est-à-dire 

A  =  B,         0=7',        ÂG  =  'bI). 


et  c'est  seulement  alors  qu'on  pourra  faire  de  ]\J(  M  et 
de  NojN  un  0  et  un  a-. 

Remarque.  —  Il  serait  facile  de  démontrer  géomé- 
triquement que  la  droite  A  est  tangente  à  la  sphère  ï 
en  introduisant  le  point  P  dès  le  début,  de  trouver  le 
lieu  du  point  P,  sans  oublier  les  réciproques,  etc. 

Si  l'on  considère  deux  positions  A  et  A"  de  la  droite  A, 
on  a 

NM  =  Â^  — BÂ, 


N"M"  =  A.>J  —  B.^' 
et,  par  suite, 


AiM  —  .\"M"  =  .M"  .\j  —  \"  .\, 


iM.N  -^  NN"-^  N"M' +  M"M  =  o, 

dans  le  quadrilatère  gauche  ^IiNN'M'  qui  est  circons- 
crit à  la  sphère  Z.  La  question  se  rattache  ainsi  à  la 
question  de  Mathématiques  élémentaires  du  concours 
pour  l'agrégation  des  hommes  en  içjia. 


(  :]85  ) 


COilHESPO\DA\CE. 


^I.  L.  Poli,  —  Au  sujet  de  la  question  14-4o  de 
E.  Cesàro  (i883,  p.  240;  191 6,  p.  3gZ).  —  L'énoncé 
comprend  deux  parties  : 

1"  La  somme  des  produits  m  à  m  des  n  premiers 
nombres  naturels  est  divisible  [)ar  tous  les  nombres 
premiers,  compris  entre  m  +  i  et  /i  +  2  et  supérieurs 
h.  71 —  m. 

2°  La  même  somme,  diminuée  de  1.2. 3.. .m,  est  di- 
visible par  ?i  —  m  si  ce  nombre  est  premier. 

La  seconde  partie  doit  renfermer  une  erreur  d'énoncé 
puisqu'elle  se  trouve  en  défaut  pour  n  =  5,  m  =  2, 

('1.2  -H  2.3  -+- 1.3  -+-1.4  H-  1.5  -+-  2.4-4-2.5  +  3.4-4-  3.5-t-4.5j  — i.A 
=  3.(2  -M -t-  4  -4-  5)  -1-  47     n'est  pas  divisible  par  n  —  nt  =  :>. 

Quant  à  la  première  partie,  elle  se  déduit  immédia- 
tement de  la  question  791,  posé  par  Sylvester  (1867, 
p.  49;  '917?  P-  '5^)5  Itiquelle,  du  reste,  n'est  pas  ré- 
solue (  '  ). 


(')  D'après  cette  observation  de  notre  correspondant,  il  y  a  lieu 
de  faire  disparaître  le  n°  1445  de  la  liste  des  questions  non  résolues. 

(  /\^o(e  de  la  Rédaction.) 


(  3sr)  ) 


soLirrio\s  de  qiiestio\'s  proposées. 


848. 

I  1868,  p.  iS:;  1916,  p.  32.) 

Soit  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  résultant 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre.  Il 
existe  sur  une  telle  courbe  seize  points  où  la  torsion  est 
nulle;  si,  par  trois  quelconques  de  ces  points^  on  mène 
un  plan,  de  deux  choses  V une  :  ou  ce  plan  passera  par 
l'un  des  treize  autres,  ou  il  touchera  la  courbe  en  l'un 
des  trois  points  choisis.  Laguerbe. 

Solution 
Par  M.  F.  Gomès  Texeira. 

On  peut  démontrer  cette  proposition  par  la  méthode 
employée  par  Glebsch  pour  étudier  les  biquadratiques  gauches 
{Journal  de  Crelle,  t.  63,  i864),  basée  sur  le  théorème  sui- 
vant : 

Les  coordonnées  d'une  biquadralique  gauche  peuvent 
être  exprimées  par  des  fonctions  doublement  périodiques 
d'un  paramètre  n,  et  la  condition  pour  quun  plan  passe 
par  les  points  de  cette  courbe  où  n  prend  les  valeurs  /ij, 
no,  «3,  n;  est 

«1  -I-  n-2  -t-  «3-1-  «4  =  c, 

à  des  multiples  des  périodes  près,  c  désignant  une  cons- 
tante. 

Les  points  où  la  torsion  est  nulle  sont  déterminés  par 
l'équation 

\n  ■:=  c  -{-  h  Wj -h  A' a)2, 

où  10]  et  oio  désignent  les  périodes  des  fonctions  considérées, 


(  '^^7  ) 

et  où  l'on  iluil  remplacer  h  el  A  par  tous  les  nombres  entiers 
auxquels  correspondent  des  points  distincts  de  la  courbe.  Ces 
points  correspondent  donc  aux  valeurs  o,  r.  2.  3  de  h  et  /., 
el  par  conséquent  la  courbe  passe  par  16  points  de  celte 
nature. 

Soient  rii,  «o,  "j  les  valeurs  que  n  prend  en  trois  de  ces 
points.  On  a,  à  des  multiples  des  périodes  près, 


5  ni  n 

«3=7^—    —    OJ1-+--    OJ.,. 

4  4  4 


Ht  et  n  étant  deux  nombres  entiers  positifs,  qui  doivent 
prendre  les  valeurs  o,  i,  î,  3.  Donc,  si  n^  représente  la  valeur 
de  n  au  point  de  torsion  nulle  où  h  et  k  prennent  les 
valeurs  4  —  "^  et  4  —  n  respectivement,  on  a,  à  des  multiples 
des  périodes  près, 

Hl  -t-  /l-2  -—  «3  -T-  «v  =  c, 

i)ù  le  nombre  /i]  peut  être  diflérent  des  nombres  n^.  ri',,  «3, 
ou  coïncider  avec  l  un  d'eux.  Dans  le  premier  cas,  le  plan 
passe  par  quatre  points  à  torsion  nulle.  Dans  le  second  cas, 
on  a 

«1  ^-   /l2  -T-  2ft3  =  o, 

et  le  plan  est  tangent  à  la  courbe  considérée  au  point  «3. 

Le  théorème  de  Laguerre  es-t  donc  démontré. 

Je  dois  ajouter  que  l'éminent  géomètre  s'est  occupé  de 
l'application  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  biqua- 
dratiques  gauches  dans  un  Mémoire  publié  dans  le  Journal 
de  Liouville  (1870).  Il  est  donc  probable  qu'il  a  obtenu  le 
théorème  qu'il  a  énoncé  dans  les  Nouvelles  annales  par  la 
voie  qu'on  vient  de  voir. 

852. 

I  1868,  p.    i3s:   1917,  p.   i:>i.) 

Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
les  quatre  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré 
forment  un  quadrilatère  inscriptible.  Touver  la  surface 
et  le  rayon  de  ce  quadrilatère.  Darboux. 


(  388  ) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  BorvAisT. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  quatre  lon- 
gueurs données  soient  les  côtés  d'un  quadrilatère  inscriptible 
est  que  chacune  d'elles  soit  inférieure  à  la  somme  des  trois 
autres. 

Soit 

l'équation  donnée. 

On  obtiendra  les  conditions  cherchées  en  écrivant  qui- 
l'équation 

-h  i6ai  —  8ai «3-!-  4 «i^î  — ■  <^\  =  o 

a  toutes  ses  racines  positives,  ce  qui  exige,  d'après  le  théo- 
rème de  Descartes,  que 

aj  >  o,     «2>o,     — a-/-!-4«i«2 — 4'^'3>o, 
i6«i —  Sairt3-i-4a2rt;  —  a\  >o. 

La  surface  du  quadrilatère  sera  exprimée  par  la  formule 

v/rLrsKs.n 


s  =  v/(/?  —  a){  p  —  b)( p  —  c}\  p  —  d) 

^ 

V  1 6 «i  —  S rt  1  «3 -f-  \a\ai  —  a\ 

^  4 

et  l'on  a,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 

I  fi  R2  S  f  =  (  ac  -t-  bd)  (bc  -i-  ad){  cd  -^  ab); 
d'où 

1 6  R-  S'-  =  I.xf  xj  x'j.  -+-  Xi  Xo  X3 X',  Ixf  =  a  ?  —  4  <^2  «^v  -r  «i  «^ f  1 
d'où 

Y    i6a4 — 8airt3-f- 4<'<i  «2 — «t 


(  'iSy  ) 


861. 

I  1868,    p.    i<io;    1917,   p.   1X7.) 

Soient  (C)  un  cercle  de  centre  0:  OX  un  diamètre  quel- 
conque. On  prend  sur  OX  une  longueur  OM  sur  laquelle, 
comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle  (D).  D'un  point  quel- 
conque A  de  (G)  on  mène  la  droite  AO.  qui  rencontre  le 
cercle  (D)  en  un  point  B.  Avec  AB  comme  rayon  on  décrit 
un  cercle,  dont  le  centre  est  A;  on  effectue  la  même  con- 
struction en  chacun  des  points  de  (C).  Les  cercles  ainsi 
obtenus  ont  une  enveloppe.  Déterminer  les  sommets  de 
cette  courbe.  Trouver  la  nature  du  lieu  de  ces  sommets, 
lorsque  M  se  déplace  sur  OX.  A.  Ribaucour. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Soient  R  le  rayon  de  (G  ),  OM  =  /,  posons  a  =  angle  OM.OA; 

le  cercle  variable  aura  pour  équation,  les  axes  étant  OX  et  la 
perpendiculaire  à  OX  en  M. 

(1)  x'--T- y-  —  2J"(  R  coscp  —  /)  —  i^y  sinç;  -r-  l-  sin-ç  =  o, 

il  touche  son  enveloppe  en  ses  points  d'intersection  avec  la 
droite 

(2)  xsino  —  X  cos',i -+- —  sin-j  cosci  =  o. 

Remarquons  que  cette  droite  s'obtient  immédiatement,  en 
prenant  le  point  \x  d'intersection  de  la  demi-droite  M  ;;l,  telle 

que  angle  MX. M  a  =  [I  —  •:,,  avec  le  cercle  de  centre  ,M  et  de 

rayon  —,  la  droite  joignant  les  projections  de  ;j.  sur  les  axes 

est  la  droite  cherchée  (i). 

l'.ette  droite  coupera  le  cercle  (i  i  en  des  points  réels  si  l'on  a 

^      /         /^sin-^ 
(  /  COS',i  —  Rj'     I  — 


R^ 
Pour  /;ÎR.  cette  inégalité  est  toujours  vérifiée. 


(  390  ) 

Si  /  >  R,  I  I)  et  (2)  ne  se  couperont  en  des  points  réels  que 
pour  les  valeurs  de  o  comprises  entre 

.     R 

0     et     arc  sin  — , 

R  „  .     R 

n  —  arc  sin  y     et     II  —  arc  sin  -^  > 

an  —  arc  sin  y     et     o. 


r> 

A  chacune  des  valeurs  limites  sin'^^riz  y  correspond  un 

cercle  (i)  tangent  à  la  droite  (%),  c'est-à-dire  un  cercle  (i) 
ayant  avec  son  enveloppe  quatre  points  communs  consécutifs, 
le  point  de  contact  est  donc  un  sommet  de  l'enveloppe. 

Les   valeurs   coso  =   y  correspondent  aux   points   d'irtter- 

section  des  cercles  (  G;  et  (  D  i,  ce  sont  les  cercles  (  i;  de  rayon 
nul,  foyers  de  l'enveloppe. 

On  voit  immédiatement  que  les  coordonnées  des  sommets 
de  l'enveloppe  sont  données  par  les  équations 

Ri 

y  =  zh(  l  —  R  cos  '^  )  ; 
quand  /  varie,  ils  décrivent  la  courbe 

(xy  —  R-  j-H-  x'*—  R^x-  =  o. 

892. 

(1868,  p.  336.) 

Une  sphère  variable  coupe  le  plan  d'une  conique  suivant 
un  cercle  fixe  :  la  développable  circonscrite  à  cette  sphère 
et  à  cette  conique  a  trois  lignes  doubles,  outre  la  conique 
fixe.  Chacune  de  ces  lignes  doubles.,  qui  est  une  conique, 
décrit,  lorsque  la  sphère  varie.,  une  surface  du  second 
degré  ayant  pour  focale  la  conique  donnée. 

L.VGVEUKt:. 


(  ••9'   ) 

Solution 
Par  M.  11.  BiiicARD. 

i"  Il  résulte  immédiatement  de  l'équation  d'un  système  de 
quadriques  homofocales  que  leurs  coniques  à  l'infini  forment 
un  faisceau  tangentiel  contenant  l'ombilicale.  Par  une  trans- 
formation homographique,  on  déduit  de  là  que  : 

Les  quadriques  d'un  faisceau  tangentiel  contenant  une 
conique  G  ont  pour  traces  sur  le  plan  de  celle-ci  des 
coniques  formant  un  faisceau  tangentiel  (F). 

Le  faisceau  tangentiel  de  quadriques  contient,  outre  G,  trois 
coniques  dont  les  traces  sur  le  plan  de  G  sont  les  trois  coniques- 
points  de  (F). 

Ges  points  sont  évidemment  fixes,  pour  tous  les  faisceaux 
tangentiels  déterminés  par  G  et  par  les  diverses  quadriques 
qui  ont  pour  trace  sur  le  plan  de  G  une  conique  fixe. 

2"  Soient  G  la  conique  donnée  dans  l'énoncé,  S  l'une  des 
sphères  variables,  coupant  le  plan  de  G  suivant  un  cercle 
fixe  G,  P  le  centre  de  S,  G'  l'une  des  trois  coniques,  autres 
que  G,  du  faisceau  tangentiel  TS,  G),  Z  l'ombilicale.  Il  résulte 
d'abord  du  1°  que  G'  passe  par  deux  points  fixes  situés  dans 
le  plan  de  G. 

Soient 

G  =  o,         G'  =  o,         S  =  o,         P  =  o 

les  équations  tangentielles  respectives  des  coniques  G  et  G', 

de  l'ombilicale  Z  et  du  point  P.  La  sphère  S  a  pour  équation 

tangentielle 

P2-^a2  =  o. 

G,  G'  et  S  appartenant  au  même  faisceau  tangentiel,  on  a 

l'identité 

P-^-f-aX  -f-  SG-^7G'  =  o, 

a,    p,  Y  désignant  certaines   constantes.    Getle   identité   jjeut 

s'écrire 

—  ^G  =  rP-^^7G')  +  aS. 

Or,  P'^-t-vG'  est  le  premier  membre  de  l'équation  tangen- 
tielle d'une  quadrique  Q  contenant  G  .  L'identité  s'interprète 
donc    ainsi   ;   G   appartient   au    faisceau   tangentiel  déterminé 


(  •■^9-^  ) 

par  0  et  Z  ;  autrement  dit,  C  est  l'une  des  focales  d'une 
quadrique  Q  contenant  G'. 

Mais  on  a  vu  que  C  passe  par  deux  points  fixes.  Il  en  est 
donc  de  même  de  Q,  quand  S  varie  en  satisfaisant  aux  condi- 
tion de  l'énoncé.  La  quadrique  Q  est  donc  absolument  fixe. 
(Il  peut  y  avoir  jusqu'à  trois  quadriques  ayant  pour  focale 
une  conique  donnée  et  qui  passent  par  deux  points  donnés, 
mais,  comme  0  ne  pourrait  varier  que  d'une  façon  continue, 
Q  est  fixe). 

C'a  pour  lieu  la  quadrique  Q,  et  le  théorème  est  démontré. 

Autre  solution  par  M.  R.  Bolvaist. 
895  bis. 

(  1868,   p.   ;.:.-;    1917,   p.    i5S.) 

Si  deux  triangles  sont  homologiques,  montrer  qu'on 
peut  faire  passer  par  leurs  six  sommets  une  cubique  telle 
que  les  tangentes  aux  trois  sommets  de  chacun  des  triangles 
aillent  concourir  respectivement  en  un  point  situé  sur  la 
courbe.  Sylvester. 

Solution 
l'ar  M.   I{.   BouvAisT. 

Soient  ABC,  a^y  '^s  deux  triangles  donnés,  P  le  centre, 
A  l'axe  d'homologie:  léquation  générale  des  cubiques  T  pas- 
sant par  A,  B,  C,  a,  p,  -;,  P  est 

X(Aa,  BG,  ;3y)-+-[x(B,3,  AC,  aY)  +  v(GY,  AB,  a3)=o; 

si  l'on  se  donne  les  valeurs  de  X,  ix,  v,  la  cubique  Fi  corres- 
pondante coupera  A  en  PiQjR,,  sa  transformée  dans  l'homo- 
logie  donnée  passera  par  ABC,  a^Sy,  PiQjRi  et  P,  elle  coïn- 
cidera donc  avec  Fi.  Si  par  suite  nous  déterminons,  ce  qui 
est  évidemment  toujours  possible,  X,  jj,  v  de  telle  sorte  que 
les  tangentes  à  F  en  A,  B,  G  concourent  en  M,  sur  F,  les  tan- 
gentes à  F  en  a,  ^,  v  concourront  en  M'  intersection  de  F 
avec  PM'. 

989- 

(1870,    p.    192.) 

Une  conique  passant  par  quatre  points  /»,  n  et  /?,  g, 
soit  h  le  point  de  rencontre  des  droites  mn  et  pq,  et  dési- 


(  -^93  ) 

ffnons  respect  iienient  par  a  et  b  les  points  où  une  tangente 
quelconque  à  la  conique  coupe  les  droites  nni  et  pt/. 
Démontrer  quon  a  la  relation  suivante  : 


J ani  bp        J an  bq         ^    , — 

— p==:  -i-  =  (-  \J al>  bh, 

y  h  ni  lip        \/hn  bq 

la  lettre  G  désignant  une  constante.  Lvguerbe. 

Solution 
Par  -M.   R.  Bricard. 

Cette  proposition  repose  sur  une  manière  élégante  d'éci'ire 
l'équation  d'une  conique,  en  mettant  en  évidence  les  abscisses 
et  les  ordonnées  de  ses  tangentes  parallèles  au\  axes  de  coor- 
données. 

Soient  Ox,  Oj'  deux  a\es  de  coordonnées  (obliques  en 
général).  I^'équation  d'une  conique  quelconque  inscrite  au 
parallélogramme,  formée  par  les  droites 

X  —  ^j  =  o,  X  —  ^2  ==  o, 

d'une  part,  et 

de  l'autre,  peut  s'écrire 


(,)         y/i^x  —  Xi)(y  —  yi)  +  \/i  X  —  x,){y  ~  y.)  =  G, 

G  désignant  une  constante  arbitraire.  [On  pourrait  aussi  bien 
prendie  l'équation 

v/(.F  —  x^){y  —  y.)^  \/{x  —  Xi)iy  —yi)  =  G.] 

En  effet,  on  reconnaît  tout  de  suite,  en  cliassant  les  radi- 
caux, que  l'équation  (i)  représente  une  conique.  En  outre,  si 
l'on  fait  X  =^  Xi,  y  n'a  que  la  valeur  unique  donnée  par  l'équa- 
tion 

{x^  —  x,)(y  —  y,)  =  G2. 

La  conique  e^t  donc  tangente  à  x  =^  Xi.  Elle  est  de  même  tan- 
gente aux  autres  côtés  du  parallélogramme  indiqué.  Enlin, 
l'équation  contient  une  constante  arbitraire,  comme  il  con- 
vient. 

Ann.  de  Matliéniat.,  4'  série,   t.  XVII.  (Oct.   1917-)  ^^O 


(  3y4  ) 

Cela    posé,    prenons   pour    axes    les   droites    ha   cl    hb   de 
l'énoncé  et  posons 

ha  =  X,         liin  =  a^i,         hn  =  x-j, 
hb=y,  hp=y^,         hq^^y^. 

L'équation  de  la  droite  ab  est 

X        Y  _ 

X  '^  y  " 

Gomme  cette  droite  enveloppe  une  conique,  il  existe  entre  — 
et  -  une  relation  du  second  degré.  En  outre,  si  le  point  a,  par 

.y 

exemple,  vient  en  m,  les  deux  points^  qui  lui  correspondent, 
en  général,  deviennent  confondus.  Les  points  n^  p  et  g  donnent 
lieu  à  des  remarques  semblables,  et  le  tout  peut  se  résumer 

ainsi   :   le  point  (— »  —  1  décrit  une   conique   inscrite  dans  le 

\x    y] 

parallélogramme  formé  par  les  droites 


dune  part,  et 


x=-l-, 

X2 

Y  =  -i-, 

y\ 

y-i 

de  l'autre.  On  a  donc  entre  a"  et  j^  la  relation 


\/{^-m-7)W{'^-m-7ù-'^' 


ou 

« 


\/{xi  —  x){yi  —  r)  ^  ^{x,—  x)(y.,—y)  ^  ^  ^/— ^ 

Ce  n'est  autre  chose  que  la  relation  à  démontrer. 
Autre  solution  par  "SI.  R.  BoUVAIST. 


(  '^9^  ) 
1004. 

(ISTO,   p.  4i2;  1916,    p.    la?.) 

Par  deux  points  fixes  on  mène  un  cercle  variable  ; 
soient  a  et  b  deux  des  points  où  ce  cercle  coupe  une 
conique  fixe;  le  cercle  variant,  la  droite  ab  enveloppe 
une  courbe;  construire  géométriquement  les  points  de 
contact  de  ab  avec  son  enveloppe.  Laguerre. 

Solution 
Par  M.  R.  Bricard. 

Soient/)  et  ^  les  deux  points  fixes  par  où  passe  le  cercle 
variable  G  (ou,  plus  généralement,  ses  deux  points  caracté- 
ristiques, si  le  cercle  varie  dans  les  conditions  les  plus  géné- 
rales, en  restant  tangent  à  deux  courbes),  c  tX.  d  ses  deux 
autres  points  d'intersection  avec  la  conique  donnée,  x  le  point 
caractéristique  cherché  de  la  droite  ab  { fig.  i  ).  On  peut  faire 
les  remarques  suivantes  : 

Fis;.   I. 


i"  Si,  pour  une  position  donnée  du  cercle  C,  deux  des  trois 
points/»,  q,  x  sont  donnés,  le  troisième  est  déterminé  d'une 
façon  unique.  Si  donc  l'un  de  ces  points  est  donné,  les  deux 
autres  se  correspondent  dans  une  certaine  homographie. 

2°  Si  c'est  le  point  x  qui  est  donné,  l'homographie  qui 
existe  entre  les  points  p  el  q  du  cercle  G  est  évidemment 
involutive. 

3"  Si  l'un  des  points /j  et  ^  est  confondu  avec  a,  l'autre  point 


(  396  ) 

ayant  sur  G  une  position  autre  que  b,  le  point  x  vient  aussi  se 
confondre  avec  a  (puisque  la  droite  ab  passe  alors  par  le 
point  fixe  a). 

4"  Si  les  points  p  el  q  sont,  l'un  en  a,  l'autre  en  b,  le 
point  X  est  indéterminé  sur  «6  (puisque  cette  droite  est  alors 
fixe). 

5"  Si  les  poinls  p  eX.  cj  sont,  l'un  en  c,  l'autre  en  <:/,  le  point  x 
vient  à  l'infini  sur  ab;  cela  résulte  immédiatement  de  ce  théo- 
rème classique  :  quand  un  cercle  varie  en  coupant  une  conique 
en  deux  poinls  fixes,  la  droite  qui  joint  ses  deux  autres  points 
d'intersection  avec  la  conique  conserve  une  direction  fixe. 

Gela  posé,  joignons  le  point  p  au  point  de  rencontre  de  ab 
et  de  ce?,  et  soit  q^  le  second  point  d'intersection  de  la  droite 
obtenue  et  du  cercle  G.  Les  points  p  et  qo  se  correspondent 
dans  une  invoiution  qui  contient  les  couples  (c,  d)  et  (a,  b). 
Au  premier  de  ces  couples  correspond  le  point  à  l'infini 
de  ab  (5");  au  second  couple  correspond  un  point  quelconque 
de  ab  (4");  donc,  en  particulier,  le  point  à  l'infini  de  ab.  Donc 
au  couple  ( p,  q^)  correspond  aussi  (2")  le  point  à  l'infini  x^ 
de  ab. 

Soit  maintenant  q'  le  point  du  cercle  C  tel  que  ^07'  soit 
parallèle  à  ab.  Le  point  p  étant  donné,  et  le  point  q  occupant 
successivement  les  positions  q^,,  q,  a,  b,  le  point  x  occupera 
les  positions  correspondantes  x^,  x,  a,  b,  correspondant 
homograpliiquement  aux  premières  (1°  et  3").  Or  les 
droites  ^'^o,  f/ et-,  q' ^  passent  respectivement  par  *•«;  a  et  b. 
Il  faut  donc  que  q' q  passe  par  x. 

On  aboutit  en  résumé  à  la  construction  suivante  : 

Déterminer  sur  G  le  point  qo,  tel  que  pqo  passe  par  le 
point  de  rencontre  de  ab  et  de  cd.,  puis  le  point  q'  tel 
que  qoq'  soit  parallèle  à  ab.  La  droite  q  q  rencontre  ab 
au  point  cherché  x. 

11  est  manifeste  qu'on  peut,  dans  cette  construction,  inter- 
vertir les  rôles  des  points/?  et  q. 

\nircs  solutions  par  MM.  R.  Bouvaist  et  J.  Ser. 
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(1870,  p.   ',^>)   et   1917,   p.   I6n). 

Par  cJiaque  point  d'une  surface  du  second  degré  on  peut 
faire  passer  deux  cônes  de  réi'olution  circonscrits  à  la  sur- 
face. Ces  cônes  se  coupent  suivant  deux  coniques  dont  les 
tangentes  au  point  considéré  de  la  sur/ace  sont  aussi  tan- 
gentes aux  sections  circulaires  de  la  surface  qui  passent 
par  ce  point.  Les  lignes  de  courbure  qui  passent  au  même 
point  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux 
tangentes.  Emile  Wkyu. 

Solution 
Par  M.  R.  Bouvaist. 

Cette  proposition  est  manifestement  inexacte  :  soit  ni  la 
projection  sur  un  des  pians  principaux,  d'un  point  M  d'une 
surface  du  second  ordre,  la  polaire  de  m  par  rapport  à  la 
section  principale  coupe  la  focale  située  dans  le  plan  principal 
considéré  en  a  et  j3,  les  cônes  circonscrits  à  la  surface  ayant 
pour  sommets  a  et  ji  sont  de  révolutiun  et  passent  par  M.  Ces 
deux  cônes  se  couperont  suivant  deux  courhes  planes  passant 
par  Mm  et  dont  les  traces  sur  le  plan  principal  seront  conju- 
guées harmoniques  des  polaires  de  a  et  ^  par  rapport  à  la 
section  principale;  ces  traces  ne  seront  pas  également  incli- 
nées sur  les  axes  de  la  section  principale,  par  suite  les  plans 
des  coniques  communes  aux  deux  cônes  ne  seront  pas  paral- 
lèles aux  sections  circulaires  de  la  surface  passant  par  M. 


A^CIE^^ES  OUESTIOXS  ^'0\  RÉSOLUES. 


18S:2  (1900,  288).  —  On  considère  un  système  articulé  com- 
posé de  sept  tiges  rigides  dont  les  quatre  premières  lurment 
un  quadrilatère  gauche  ABCD;  les  trois  autres  ME,  MF,  MG 
relient  un  point  M  à  trois  points  E,  F,  G,  appartenant  respec- 
tivement aux  tiges  AB,  BC,  CD  et  fixes  sur  ces  tiges. 
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Les  aiticulalions  qui  existent  aux  points  A,  B,  C,  D,  E,  F, 
G,  M  sont  réalisées  par  des  points  de  Cardan. 

Démontrer  que,  pendant  toutes  ks  déformations  dont  le 
système  est  susceptible,  le  point  M  reste  à  distance  invariable 
d'un  certain  point  de  la  tige  DX,  fixe  sur  cette  tige.  On  peut, 
de  la  sorte,  adjoindre  au  système  une  huitième  tige  sans  intro- 
duire de  liaison  nouvelle.  Raoul   Buicaud. 

1854  (1900,  288  ).  —  i"  Étant  placés  les  trois  sommets  A, 
B,  C  d'un  triangle,  les  trois  centres  de  ses  cercles  de  Neuberg 
et  les  trois  centres  de  ses  cercles  de  Mackay,  tracer  par  points, 
et  au  moyen  de  la  règle  seulement,  l'hyperbole  de  Kie|)ert  du 
triangle. 

1"  Etant  placés  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  et  les 
polaires  du  barycentre  par  rappoit  aux  six  coniques  corréla- 
tives des  cercles  de  Neuberg  et  de  Mackay,  le  barycentre 
étant  origine  de  la  corrélation,  tracer  par  tangentes,  et  au 
moyen  de  la  règle  seulement,  la  parabole  de  Kiepert  du 
triangle.  L.  Ripert. 


1856*'"*' (1900,  383).  —  pqrs. .  .tuvw  est  une  permutation 
formée  avec  les  quantités  positives  croissantes  «i,  «2,  •  •  • ,  (in- 
Quelles  sont  les  permutations  pour  lesquelles  la  somme 

pq  -h  gr  -i-  rs  -h .  . .  -h  t u  +  uv  -+-  vw 
a  :   1"  la  plus  grande  valeur;  '2°  la  plus  petite  valeui? 

E.  Le.moine. 

1859  (1900,  383).  —  On  a,  dans  un  espace  linéaire  an  di- 
mensions L„,  {n  -+-  i)  points  Pq,  P],  .  . . ,  P«  ;  chercher  le  lieu 
géométrique  de  1' ( /i -t- i  )*''''6  constitué  par  ces  points,  lorsque, 
Pq  étant  fixe,  l'hyperplan  déterminé  par  les  autres  tourne 
autour  d'un  point  fixe  Q.  H.  PicciOLi. 

1884  (1900,  572).  —  Dans  le  plan,  une  courbe  de  troisième 
classe  G  et  une  cubique  G'  pouvant  se  correspondre  ainsi  : 
l'un  des  trois  systèmes  de  coniques  S  qui  admettent  C  pour 
jacobienne  tangentielle  se  compose  des  coniques  inscrites  à 
l'un  des  trois  systèmes  de  quadrilatères  inscrits  à  S',  et  l'un 
des  trois  s^'stèmes  de  coniques  S'  qui  admettent  G'  pour  jaco- 
bienne ordinaire  se  compose  des  coniques  circonscrites  à  l'un 
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des  trois  systèmes  de  qiiailinnj,'les  circonscrits  à  C.   On   peut 
se  donner  C,  par  oxemplc,  et  il  y  a  alors  trois  courbes  C. 

G.   FONTKNK. 

1885  (1900,  57O.  —  I-cs  hexaèdres  complets  conjugués  à 
quatre  quadriques  dépendent  de  deux  paramètres. 

Démontrer  que  les  plans  des  faces  sont  oscillateurs  à  une 
cubique  gauche  T,  et  que,  si  t  est  un  paramètre  qui  corres- 
pond uniformément  aux  plans  osculateurs  de  la  courbe,  les 
six  valeurs  de  t  pour  les  divers  hexaèdres  sont  données  par 
une  équation  de  la  forme 

A  et  \x  variant.  G.  Fontemî. 

^  1886  (1900,  373  ).  —  Si  l'on  inscrit  dans  une  circonférence 
un  quadrilatère  quelconque  abcd  et  un  rectangle  efgh^  dont 
les  diagonales  eg  et  fh  sont  perpendiculaires  aux  diago- 
nales ac  et  hd  du  quadrilatère  abcd,  les  quatre  côtés  des 
deux  quadrilatères  se  coupent  en  seize  points  qui  sont,  de 
quatre  en  quatre,  sur  des  lignes  droites  I,  J,  K,  L.  La  polaire 
du  point  d'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  quatre 
droites  par  rapport  à  la  circonférence  passe  par  l'intersection 
des  deux  autres  droites.  L.  Kllo. 

1889  (1900,  573).  —  Lorsque  deux  triangles,  l'un  inscrit 
dans  l'autre,  sont  inVolutifs,  tout  système  de  trois  droites  pas- 
sant par  les  sommets  du  triangle  circonscrit  détermine,  sur 
les  côtés  de  l'inscrit,  trois  points  qui  forment  six  segments 
involutifs.  C.  Blanc. 

'  1890  (1900,  374).  —  Lorsque  trois  tiiangles  si'nL  homolo- 
giques  deux  à  deux,  si,  dans  le  triangle  formé  par  les  trois 
axes  d'homologie,  un  sommet  est  un  centre  d'homoiogie, 
chacun  des  deux  autres  sommets  est  aussi  un  centre  d'homo- 
logie. C.  Blanc. 

1892  «^190?,  374).  —  Dans  un  pentagone,  les  cercles  des 
neuf  points,  relatifs  aux  triangles  formés  par  deux  côtés  con- 
sécutifs et  une  diagonale,  se  coupent,  deux  à  deux,  en  cinq 
points  qui  sont  sur  un  même  cercle.  G.  Blanc. 
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1910  (1901,  9G  ).  —  On  donne  l'iiypei  boloïcle  à  une 
nappe 

x^        y2        z"- 

—  +  /-, r,  —  I  =  o. 

a-        o'        c- 

On  considère  deux  généralrices  G  et  K  du  même  système 
dont  les  pieds  sur  le  plan  de  leilipse  de  gorge  sont  aux  extré- 
mités d'un  même  diamètre. 

i"  Trouver  les  équations  de  la  droite  A  perpendiculaire  com- 
mune à  G  et  K. 

2"  Trouver  la  surface  lieu  de  A  (conoïde  de  Plucker). 

3"  Trouver  sur  cette  surface  le  lieu  des  points  tels  que  les 
plans  tangents  fassent  un  angle  donné  6  avec  le  plan  de  l'el- 
lipse de  gorge.  Construire  les  projections  de  ce  lieu  sur  les 
plans  de  coordonnées.  Ch.  Bioche. 

1911  (1901,  144).  —  Étant  donnés  un  tétraèdre  Pj  P2  P3  P4 
et  un  point  P  dans  l'espace,  on  mène  parce  point  un  rayon  g 
que  Ion  projette  orthogonalement  sur  les  faces  du  tétraèdre. 
Montrer  que  le  lieu  de  la  droite  g^  telle  que  ses  quatre  pro- 
jections appartiennent  à  une  congruence  linéaire  singulière, 
c'est-à-dire  admettent  une  transversale  unique,  à  savoir  le 
rayon  g  lui-même,  est  un  cône  du  quatrième  ordre  contenant 
les  vingt  droites  suivantes  : 

1"  Les  rayons  qui  vont  du  point  P  aux  sommais  du  té- 
traèdre; 

2°  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P   sur  les  faces; 

3°  Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P  sur  le?  arêtes; 

4"  Les  intersections  des  plans  menés  par  le  point  P,  d'une 
part  perpendiculairement  à  une  arête,  et  d'autre  part  par 
l'arête  opposée. 

Quand  le  point  P  se  déplace  dans  l'espace,  les  génératrices 
du  cône  correspondant  engendrent  un  complexe  du  quatrième 
ordre,  qu'on  pourrait,  suivant  la  proposition  de  M.  Neuberg, 
appeler  complexe  de  Simson.  J.  FR,v^^EL. 
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[L'5b] 

SIR  LES  PARABOLES  QL'I  PASSENT  PAR  LES  PIEDS 
DES  NORMALES  ISSUES  DUN  POINT  DONNÉ  A 
INE  ELLIPSE  ('); 

Par  E.-N.  BARISIEN. 


1.  Soient  l'ellipse  d'équation 

62  ar2  -I-  a^-y^  —  a»  6^  =  o 

et  (a,  [3)  le  point  d'émission  des  normales.  Les  quatre 
pieds  de  ces  normales  sont  à  l'intersection  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole  équilatère 

c'^xy-h  b^'^x  —  a^ixy  —  o         (c"^  —  a^—  b"^), 

dite  d'Apollonius. 

L'équation  d'une  conique  quelconque  passant  par 
ces  quatre  pieds  peut  donc  s'écrire 

(i)    l{b^x'^-\-a^-y'^—a'^b^)-\-c^xy-Jrb'^^x—  a^iy  =  o. 

2.  Les  équations  du  centre  de  cette  conique  sont 

i\  b'^x  -h  c'^y  -h  ^2  p  =  o, 
iXà^y  -^  c^x —  a- a  =  o. 

Si  (a,  jî)  reste  fixe,  le  lieu  de  ce  centre  est  donné 

par  l'équation 

b'^  x  _  c^-y  -4-62(3 
a-  y       c''-  x  —  «2  a 

(')  Cet  article  est  sans  doute  le  dernier  travail  de  notre  regretté 
collaborateur.  Il  nous  l'avait  envoyé  peu  de  temps  avant  sa  mort 
et  il  n'a  pu  en  revoir  les  épreuves. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  XVII.  (Nov.  1917.)  3l 
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(2)  c'^ib^x^—  a^y^)z=z  a'^b'^(oLX  -h  Pj). 

C'est  donc  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  diagonales  du  rectangle  des  axes  de 
l'ellipse  donnée. 

Les  équations  de  ces  asymptotes  sont 

,       ,  ab(aixziibQ) 

bx  ±  av  =  ^^ ^^ — —  • 

•^  ic'>- 

3.  Nous  allons  étudier,  parmi  les  coniques  (1),  les 
deux  paraboles  passant  par  les  pieds  des  normales,  que 
l'on  pourrait  nommer,  par  extension,  paraboles 
d'Apollonius. 

La  conique  (i)  sera  une  parabole  si 

c'*—  4X2  a"  6»=  o. 
D'où  les  deux  valeurs  de  X 

2ao 
On  a  ainsi  les  équations  des  deux  paraboles  71  et  tt,  : 

(3)  c^ibx  +  ay)'^^'i.ab{b'^^x  ~  a^a.y)  —  a'^b'^c'^=zo     (tt), 

(4)  c^{bx  —  ayY  —  ^ab^b^'^x  —  a'^oLf)  — a^b'^c'^=  o    (u,). 

4.  L  é(juation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(5)  {bx -\- ay  —  ky — 2co(aa:  —  by — l)  =  o. 

La  droite 

(  6  )  bx  -+-  ay  —  ^  =  o 

est  l'équation  de  l'axe  de  u,  et 

(  7  )  ax  —  by  —  /  =  o 

l'équation  de  la  tangente  au  sommet  de  7t. 
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20)  est  le  paramètre  de  -,  multiplié  par  y/a^  +  fe^. 
En  identifiant  les  équations  (3)  et  (5),  on  a  les  rela- 
tions 

c. 
ok  —  0  0)=        — -— j 

Les  deux  premières  donnent  k  et  o),  la  troisième  donne 
ensuite  /.  On  obtient  ainsi  : 

ab{ai<x  —  b^^)  a^b^{a%  ^  b'^) 

fç    r=     ; — ,  O)     = ; — , 

a^  —  b*  a* —  6* 

~     (a*— 6*)(aa-i-6p) 

Les  équations  (6)  et  (-)  deviennent  donc,  pour  l'axe 
de  7î, 

(8)  bx^ay=  ^—, TT— !-S 

^    '  -^  a'*  —  b'' 

et  pour  la  tangente  au  sommet  de  t:, 


(9)  ax  —  by  = 


(a*— èi)(aa+ôp) 


La  résolution  des  équations  (8)  et  (g)  donnent  les 
coordonnées  du  sommet  de  tz. 

A  remarquer  que  les  axes  de  -  et  -,  ont  des  direc- 
tions fixes,  quel  que  soit  le  point  (a,  ^);  ces  directions 
sont  les  diagonales  du  rectangle  des  axes  de  l'ellipse 
donnée. 

On  trouve  de  même,  pour  les  équations  de  l'axe  et 
de  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  ti:,  , 

,     ,  ^  ab{a^cL  +  b^<^) 

(lO)  bx  aV  =   ^^ ; TT — î— j 

(il)  ax-\-by=  — j-^— T-â\ 

'  -^  (a* — 6*)(aa  — 6p) 
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5.  En  résolvant  (8)  et  (lo)  on  a,  pour  les  coordon- 
nées du  point  de  rencontre  des  axes  de  tc  et  tx,, 

a^ba.  ab^'à 

('2)  -^  =  — ; r;  '         y  = ; n; 

^      '  a*—  b''  •'  a'*—  b'*' 

d'où  il  résulte 

6.  En  appelant  {\i 'r\)   le   foyer  de  la   parabole  tt,  et 
(  1 3  )  ax  —  by  —  h  =  o 

l'équation  de  la  directrice,  l'équation  (3)  peut  s'écrire 
(.4)  (.-».^(^-,).=  "-"-^-'"', 

OU 

(bx  -h  ay)^  —  IX  [^{a^ -h  b^)  —  ah] 

—  2jK[Ti(a2-hè2)  +  6;i]-t-(Ç«-HTj*)(a*-+-62)  =  fH  =  o. 

En  identifiant  cette  équation  avec  (3),  on  a 

(i5)  ^(aî+62)  — a/i  = ^, 

a^  ba 
(i6)  T,(aî-+-62)  +  è/i=  — —, 

(17)  ($2^r)2)(a2-|-62)  — /i»  =  — a^ô*. 

(i5)  et  (16)  s'écrivent 

(X^  h  oc 

Tr)(a2-+-62)  =  —  6/«  H —  . 


Élevons  au  carré  et  ajoutons  ces  deux  équations,  il 
vient 

(^2-+-  T,2)(a2+62)2 

,       ,          a2è2(a*a2-Hè*32)        1  a^  b^  h  (ad  ^  b'î) 
=  (a2+èî)/i2  H !^ r '— \ '- 
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En  tenant  compte  tie  (17),  cette  équation  devient 
d'où 

En  portant  cette  valeur  de  h  dans  (i5)  et  (16),  on 
obtient  les  coordonnées  ^,  r,  du  foyer  de  7:  : 

L'équation  (i3)  de  la  directrice  est 

a*a2+6*p2_^.(a2_t.62)c* 


(21)  ax  —  by  = 


2c2(aa-i-6p) 


En  résolvant  (8)  et  (9),  on  aurait  les  coordonnées 
du  pied  de  la  directrice. 

On   trouve    de   même,    pour    les    coordonnées    du 

foyer  (^|,  tt),)  de  la  parabole  tc,, 

(.3)  ,,  =  -*     rîîl^î!±^iê!±i£iii^'-<,.J. 

"■      ^     '         a*  —  64  L  2  (  a  a  —  6  p  j  J 

La  directrice  de  t:,  a  pour  équation 

(24)  ax  +  by  =  -r- ^—m 
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7.  La    corde    focale    principale   a    pour    équation, 

dans  Tt, 

a(x  —  ^)  —  b{y  —  7])  =  o 

OU 

,    _  ,  a>a2  +  è4  3î  +  (a4+62)c'^        a-^bUaoL—b^) 

L'équation  de  la  corde  focale  de  tî,  est  aussi 

a*a2-f-6*82  4-(aî+62)c*       a^b^{aoL  —  b^) 
( '26 )  ax  ■+-  by  =  77 ,  q, r rr • 

8.  Cas    où    le  point  (a,  [3)   e^Z   ^wr    Vellipse.    — 

Alors 

a  =  a  cosip.         [3  =  6  sin<f . 

Les  équations  des  paraboles  u  et  K^  sont 

c^(6a7  +  a^)*+  iab{b^x  sincp  —  a^^  costp)  —  a^ô^c"  =  o, 
c^{bx  —  «^ )2  —  -2 aè ( 6* a:  sin cp  —  a^^  cos c& )  —  a" 6^ c^  =  o. 

La  parabole  ti  enveloppe  la  quartique 

(27)      c'->[{bx-^ay)^—a^b-^Y=  4 a^ 62(6637' -^  a^j^). 

La  parabole  t:,  enveloppe  la  quartique 

(•28)       c*[(6ar  — aj)2— a262]2=  4 a^ 62(^6^72 4- «6^2). 

L'axe  de  iT  a  pour  équation 

a6(a*cosœ — ô^sincp) 

6a7  H-  a  V  =  — ^^ ,  ^     . . i-^  • 

•^  a* — 6* 

Celui  de  tî,  s'écrit 

a6(a*cos(f  -1-  6*sin<p) 


bx  —  ay  = 


a*— 6* 


Le  point  de  rencontre  de  ces  deux  axes  a  pour  coor- 
données 

a'*b  cos  9  aô^sintp 

(29)  X=    ; r~y  y= r TT' 

^   ^'  a'* —  6*  "^  a'*  —  6* 


(  407  ) 
Le  lieu  de  ce  point  est  l'ellipse 


(3o) 


1^62 


è6        (a^— 6M- 


9.  Si  (a,  !i)  décrit  l'ellipse ,  la  droite  qui  joint  ce 
point  (tu  point  de  rencontre  des  axes  de  iz  et  t:,  est 
normale  à  une  ellipse  fixe. 

L'équation  de  cette  droite  qui  joint  le  point  (a,  ^) 
au  point  (29)  est 


X  y  1 

a  cos'j  b  sinco  1 

a'^bcoso     — ab'*i\no     a'^ — b* 


=  o, 


ou 


b[a(  a^  ■+■  b^)  —  6*]  arsincp 

-^  a[b  i  cû  -^  b^  )  —  a'*]  y  coso  =  a'^b^{a'^-\-b^)  sino  costp. 

On  peut  identifier  cette  équation  avec  la  suivante  : 
Aar  siriQ  —  B^  coso  =  (A- —  B^)  sine»  coscp, 

qui  est  la  normale  à  l'ellipse 

BVr2M-Aî^2—  A2B2  =  o. 
L'identification  donne 

A B _        A'  — B2 

è(a^^a63  — 6*)  ""  a{a'*—  a^b  —  b*)  ~  a'^b^ia^-^-  ô^) 


v/Aî— B^ 


d'où 


A2— B2  = 


v/è^  (  a^^ab^—b'*)^  —  a»  (  a^—a^  b  —  b'*)^ 
cr4  6*(a2-+-è2)2 


_  a^b^a^^  b^){a''-hab^—  b'*) 

~  b"^ {a'' -^  ab^  —  b'*Y  —  a'*{a'*  —  a^ b  —  6*)»' 


(4o8  ) 
La  droite  précitée  est  donc  normale  à  l'équation 

b^ia'^+ab^—b'^Y  "*"  a^{a'^— ab^— b'*Y 

_  a'*b'*{a^-^biY 

~  [62(aiH-aè3—  b'*y— a-'{a*— a^b  —  b'*}'-]^' 

On  peut  dire  aussi  que  cette  droite  a  pour  enveloppe 
la  développée  de  cette  ellipse,  soit 

2  2  î 

(kxY  +  (Bj)^  =  (A2—  B2)3 

OU 

î 

[bx{a''-\-ab^—b'^)Y 

2  a^ 

^[ay{a'>  —  a^b-  b'^)Y  =  [a-^b^(a-^-\- bi)]K 


[L'3d][L»7][L2] 
FOYERS  ET  ASYMPTOTES  DES  COLIQUES  ET  QUADRIOUES; 

Par  m.  m. -F.  EGAN. 


I. 


Une  conique  est  uniquement  déterminée  lorsqu'on 
se  donne  le  centre,  les  directions  des  axes,  un  point 
sur  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point. 

Soit  une  hyperbole  S,  de  centre  O  et  de  foyers  F,  F', 
et  soient  A,  A'  les  points  où  la  tangente  à  S  en  un 
point  M  rencontre  les  asymptotes.  D'après  ce  qu'on 
vient  de  dire,  l'hyperbole  S,  ayant  ses  foyers  en  A  et  A' 
et  passant  par  O,  est  la  seule  conique  ayant  pour  axes 
la  tangente  et  la  normale  à  S  au  point  M,  et  tangente 
en  O  à  FF'.  Un  raisonnement  tout  pareil  identifie  S 


(  4o9  ) 
avec  une  conique  ayant  ses  foyers  sur  les  asymptotes 
de  S;  ces  asymptotes  sont  donc  MF  et  MF'. 
Voici  quelques  autres  propriétés  du  système  : 

(i)  Les  quatre  foyers  F,  F',  A,  A'  sont  sur  une 
même  circonférence  G. 

(2)  Les  quatre  asymptotes  touchent  un  cercle  G', 
concentrique  à  G. 

(3)  Le  quadrilatère  AFA'F'  est  circonscrit  à  une 
ellipse  ayant  ses  foyers  en  O  et  M. 

(4)  Lorsque  M  se  déplace   sur    S,   la    distance 
perpendiculaire  de  A  ou  A'  à  MF  reste  constante. 

La  proposition  (2)  a  été  énoncée  par  M.  d'Ocagne 


dans  les  Nouvelles  Annales,  sous  une  forme  un  peu 
différente  (iQio,  p.  532,  question  2275). 


(  4io  ) 

Désignons  par  2  f  et  2  ô  les  angles  AOA'  et  FMF',  et 
posons  FF'=  2c,  AA'=  2 y. 
On  a 

OA.OA'=OFî,         FOA  =  FOA', 
donc 

FA'0  =  OFA,        AFA'=0f1'4-FA'0  =^ 

On  trouve  de  même  que  l'angle  AF'A'=  tî  —  ^,  donc 
le  quadrilatère  AFA'F'  est  cyclique.  Soit  R  le  rayon 
du  cercle  circonscrit  (G).  On  a 

aR  =  A  A'  :  sin  AFA'=  2  y  •  sin?. 

Or,  t  étant  le  demi-angle  des  asymptotes  de  S,  si  Ton 

désigne  par  b  le  demi-axe  conjugué  de  cette  hyperbole, 

on  a 

sin  t  =  b  :  c         et         R  =  cy  :  6. 

On  en  déduit  que  les  axes  conjugués  de  S  et  de  S  ont 
la  même  longueur  2b. 

Le  centre  K  du  cercle  G  est  à  l'intersection  des 
perpendiculaires  à  FF'  et  AA'  en  O  et  M  respective- 
ment. Pour  démontrer  la  proposition  (2),  calculons  la 
dislance  perpendiculaire  R'  de  K  à  OA,  par  exemple. 

On  a 

R'  =  OK  cost  =  R  cosô  cos^. 

On  trouverait  évidemment  la  même  valeur  de  R'  en 
remplaçant  OA  par  l'une  quelconque  des  trois  autres 
asymptotes.  Remarquons  en  passant  que 

R'  :  R  =  cos(AA',  FF'). 

En  elî'et,  la  projection  sur  FF' de  A'A  est  la  différence 
des  projections  de  OA  et  OA' ;  on  a  donc 

2YcosAPF'=  (OA  — OA')cosf. 


(  4ii  ) 

L'excentricité  de  ï  est  égale  à  séc  9,  on  a  donc 

OA  —  OA'  =  2  Y  cos6, 

donc 

cosAPF'  =  cost  cos6. 

Les  triangles  FOA,  A' F' A  sont  équiangulaires,  donc 
les  angles  OAF,  MAF'  sont  égaux.  Il  s'ensuit  que 
l'ellipse  E,  ayant  ses  foyers  en  O  et  M,  et  touchant  AF, 
touche  AF'.  On  établit  de  même  (en  tenant  compte 
des  valeurs  8,  tï  —  8  des  angles  FAF',  FA'F')  que  cette 
ellipse  touche  les  autres  côtés  du  quadrilatère. 

Calculons  les  demi-axes  a'  et  b'  de  l'ellipse  E. 
Soient  p  et  p'  les  perpendiculaires  de  O  et  M  sur  AF  ; 
on  a 

b'^  =pp'=  OF.MA.  sinOFAsinMAF  =  cy.AF'.A'F  :  4  R*- 

Or,  les  triangles  AFA',  AOF'  sont  équiangulaires, 

donc 

AF'.A'F  =  F0.AA'  =  2CY, 

D'autre  part, 

4(rt'2_6'2)  =  0M2  =  -  (OA2-+-OA'2)  — Y^ 

=  1(0A  — 0A')2+0A.0A'  — Y^ 

=   2(y^—  62)-f-c2—  Y- 

4a'2  =  c2-hYS         ^b'^=2b*. 


donc 


La  distance  perpendiculaire  du  foyer  d'une  hyperbole 
à  l'asymptote  est  égale  au  demi-axe  conjugué.  La  dis- 
tance de  A  à  MF  est  donc  égale  à  6,  où  que  soit  M  sur 
la  conique  S. 


(  4i2  ) 

II. 

Soit  M  un  point  commun  à  trois  quadriques  homo- 
focales  S,  ayant  leur  centre  en  O.  On  sait  qu'il  existe 
trois  quadriques  S  de  centre  M,  homofocales  entre 
elles,  ayant  pour  plans  principaux  les  plans  tangents 
en  M  aux  S,  et  tangentes  en  O  aux  plans  principaux 
des  S. 

Alors,  toute  focale  des  S  est  la  section  du  cône 
asymptotique  de  Vune  des  quadriques  S  par  le  plan 
tangent  en  M  à  cette  quadrique.  L'énoncé  reste  vrai 
si  l'on  permute  S  et  S,  O  et  M. 

La  démonstration  est  à  peu  près  la  même  que  pour 
le  cas  des  coniques.  Considérons  en  effet  les  trois  qua- 
driques $,  passant  par  O,  et  ayant  pour  focale 
commune  la  section  o  du  cône  asymptotique  de  la 
quadrique  S  par  le  plan  tangent  à  S  en  M.  Les  qua- 
driques <ï>  ont  évidemment  les  mêmes  plans  principaux 
que  les  S.  Pour  les  identifier  avec  les  S,  il  suffit  donc 
de  montrer  que  leurs  plans  tangents  en  O  sont  les 
mêmes.  Or,  pour  les  4>  ces  plans  sont  les  plans  princi- 
paux du  cône  Ocp,  qui  sont  aussi  les  plans  principaux 
de  S,  dont  Ocp  est  le  cône  asymptotique.  Les  <I>  sont 
donc  identiques  aux  S. 

Prenons  une  focale  /  des  S  et  une  focale  ©  des  S, 
alors  la  développable  (/,  cp)  est  circonscrite  à  une 
conique  de  révolution  ayant  O  et  ^i  pour  foyers. 

Soient  a  =  o  et  j3  =  o  les  équations  tangentielles  des 
points  O  et  M.  La  conique  co  est  inscrite  dans  les  deux 
cônes  tangents  à  S,  de  sommets  O  et  M,  lesquels  sont 
le  cône  asymptotique  Oœ  et  le  plan  tangent  en  M.  Son 
équation  s'écrit  donc 

(p  =  S  -+-  A^a^  =  o, 


(4i3  ) 

k  ctaut  une  constante.  D'autre  part,  /  clanl  homofocale 
à  S,  son  équation  peut  s'écrire 

/=S-hXû  =  o, 

û  désignant  le  cercle  à  l'inlini  ;  d'où  l'identité 
9—/=  A-a[3  -  XQ, 

qui  démontre  la  proposition. 

Deux  quadriques  S'  et  S',  homofocales  à  S  et  à  S 
respectivement,  seront  représentées  par  y  +  mCi, 
cp  4-  /iQ.  La  développable  (S',  S')  est  donc  circonscrite 
à  la  conique  de  révolution 

Arap  —  (X-f-m  —  n)0  =  o, 
ayant  ses  foyers  également  en  O  et  M. 


[0'6j] 

SIR  LES  SURFACES  D'ÉGALE  PE^TE  ; 

Par  m.  a.  MYLLER. 


On  désigne  sous  le  nom  de  surface  d^ égale  pente 
la  surface  enveloppe  d'une  famille  de  cônes  de  révo- 
lution congruents  ayant  les  axes  parallèles  à  une 
direction  fixe  et  dont  les  sommets  décrivent  une  courbe 
directrice  donnée. 

Parmi  ces  surfaces,  on  a  étudié  spécialement  celle 
qui  a  comme  directrice  une  conique  ('). 


(')  De  LA  GouRNERiE,  Traité  de  Géométrie  descriptive^  t.  II. 
Crkmona,  Nouv.  Ann.  de  Math.,  2'  série,  t.  IV,  i865. 


(  4^4  ) 

Dans  ce  qui  suit,  je  m'occuperai  de  la  surface  qui  a 
comme  directrice  une  quartique  gauche  spéciale  qui 
est  intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône  de  révolu- 
tion ayant  leurs  axes  parallèles  à  la  direction  des  axes 
des  cônes  générateurs.  Je  démontrerai  que  la  surface 
admet,  en  dehors  de  la  génération  donnée,  encore  deux 
autres  tout  à  fait  analogues. 

Les  sections  de  la  surface  par  plans  perpendiculaires 
aux  axes  des  cônes  générateurs  sont  des  courbes  paral- 
lèles aux  ovales  de  Descartes.  Je  montrerai  quelques 
propriétés  de  ces  courbes. 

En  choisissant  convenablement  les  axes  des  coor- 
données, on  peut  écrire  les  équations  de  la  quartique 
directrice  sous  la  forme  suivante  : 

(l)  (ç  — A-2c)2+r^«— R2=o, 

On  peut  supposer  pour  simplifier,  mais  sans  restreindre 
la  généralité  du  problème,  que  le  cône  générateur  est 
incliné  de  4^°  sur  le  plan  xOy.  Son  équation  sera 
alors 

(3)  (x-\y^{y-r^)-^-{z-X,y=o, 

Les  coordonnées  ^,  V),  J^  du  sommet  satisfont  aux  équa- 
tions (i),  (2)  et  le  cône  engendre  par  son  mouvement 
la  surface  d'égale  pente. 

Cherchons  d'abord  la  nature  de  la  courbe  qui  est 
section  de  la  surface  par  le  plan  xOy.  En  faisant 
dans  (3)  â;  =  o,  on  a  le  cercle  générateur  de  la  courbe. 
Son  équation 

ensemble  avec  (i)  et  (2)  montre  que  son  centre  par- 
court la  circonférence  (1)  pendant  que  son  rayon  u. 


(  4i5  ) 
en  vertu  de  l'équation  (2),  varie  proportionnellement 
à  la  distance  du  centre  au  point  fixe  ayant  pour 
coordonnées  —  (1  —  A'^)c  et  o. 

Si  nous  notons  par  (p  l'angle  que  tait  Ox  avec  le 
rayon  du  cercle  (1)  passant  par  le  centre  du  cercle 
générateur,  on  a  les  coordonnées  ^,rj  du  centre  du  cercle 
générateur,  le  rayon  "C,  du  même  cercle  et  l'équation  de 
ce  cercle  donnés  par  les  formules 

^  =  A^c  -H  R  coscp, 
r,  =  R  sin'f, 


1  =  k  /[t-i-(i  —  /t2)cj2+T,2=  k  v/RM-c2+2cRcos^, 

(4)  x^-k-y"^ — 2(A:2c  +  R  cos(p)a7 

—  2  R  si  H  97  +  (  I  —  A:2  )  (  R2  —  A-2  c2  )  =  o. 

Pour  obtenir  l'enveloppe  on  dérive  (4)  par  rapport 
à  o  et  Ton  obtient 

(5)  xsincp — 7COS(^  =  o, 

relation  qui  représente  la  corde  de  contact  du  cercle  (4) 
avec  son  enveloppe.  En  éliminant  <c  entre  (4)  et  (5), 
on  obtient  l'équation  de  l'enveloppe  qui  est 

(6)  [x^-\-y^—ik'^cx 

-1-(I—  A:2)(R2_A-2c2)]2—  4  R2  (2:2-4-^^2  )  =  0. 

Ce  sont  les  ovales  de  Descartes.  Ce  résultat  a  été 
établi  par  Genocchi  (*).  Nous  allons  prouver  encore 
que  les  ovales  (6)  peuvent  être  considérés  encore  de 
deux  manières  comme  enveloppe  d'un  cercle  dont  le 
centre  parcourt  une  circonférence  et  dont  le  rayon 
varie  proportionnellement  à  la  distance  de  son  centre 
à  un  point  fixe.  Dans  ce  but,  nous  établirons  d'abord 
un  théorème  préliminaire. 

(')  Annali  cli  Matemalica,  t.  VI,  1864. 


(  4i6  ) 

Etant  donnée  une  famille  de  cercles  (C)  orthogo- 
naux à  un  cercle  fixe  (B)  et  dont  les  centres  se 
trouvent  sur  un  cercle  fixe  (A),  il  y  a  sur  la  ligne 
des  centres  AB  des  cercles  (A)  et  (B)  deux  points  P 
et  P'  tels  que  les  rayons  des  cercles  (C)  soient  pro- 
portioîinels  aux  distances  de  leurs  centres  à  un 
quelconque  de  ces  points.  Ces  points  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  intersections  du  cercle  (A) 
avec  la  droite  AB. 

En  effet,  soient 

et 

(^  —  a)2-+-r)î  — r^^  o 

les  équations  des  cercles  (A)  et  (B)  et 

x'^-\- y"^ —  "2^^:  —  iriy  -h  2a^  —  a^-h  r^=  o 

l'équation  du  cercle  (C). 

Cherchons  à  mettre  le  rayon 


p  =  v/R2-+-  a^—  r^—  2a^ 
du  cercle  (C)  sous  la  forme 


qui  exprime  que  p  est  proportionnel  à  la  distance  du 
point  (^,  y\)  au  point  (X,  o).  Nous  obtenons,  en  identi- 
fiant les  deux  expressions  de  p,  deux  valeurs  pour  X  et 
deux  valeurs  correspondantes  pour  X.  Elles  sont 
données  par  les  équations 

a  X2  —  (  R2  +  «2  _  ^-2  )  X  +  a  R2  =  o, 
Revenons  maintenant  aux  ovales  (6)  de  Descartes. 


(  i'7  ) 
Celle  courbe  élanl  une  quarlique  bicirculaire  jouil  de 
la  propriété  de  pouvoir  être  considérée  de  plusieurs 
manières  comme  enveloppe  des  cercles  orthogonaux  à 
un  cercle  et  dont  les  centres  parcourent  une  conique. 
En  appliquant  la  théorie  connue  (  '  ),  que  nous  ne  déve- 
loppons pas  ici,  au  cas  particulier  de  la  courbe  (6),  on 
constate  qu'il  existe  trois  séries  de  cercles  bitanpents 
à  la  courbe. 

Première  série.  —  Cercles  orthogonaux  au  cercle 

donl  le  centre  parcourt  le  cercle 

{x  —  k'c)'-  -h y- —  R^=  o. 

Deuxième  série.  —  Cercles  orthogonaux  au  cercle 

[37  -h  (I  —  /fî)c]2-^-y2—  (l  —  A'2)(C2-+-  R2j  =  o, 

dont  le  centre  parcourt  le  cercle 

(  X  —  A'2  C  )2  -(-  ^2  —   ^2  R2  =  o. 

Troisième  série.  —  Cercles  orthogonaux  au  cercle 


R2  —  A2  c^ 


^y._    (R^-A-^C^)(R---C-^)     ^    ^^ 


di)iit  le  centre  parc(jurt  le  cercle 

{r  —  k-^cY-\-y^  —  k^c"^  =  o. 

En  s'appuyant   sur  notre  théorème  préliminaire  on 
constate  que  : 

Les   cercles  de   la  première  série  ont   leurs  rayons 

(')    Voir  pnr  «isempli'    I-".   Goiiir»   'l'icixKin a.    Trnilé  ile.i  rmirhes 
spéciales  reinarqiuibles,  l.  1,  p.  ■ïà\j. 

Aiin.  de  jMathéinat.,  !\'  série,  l.  X\ll.  (Nov.  lyi';.;  J- 


(  4i8  ) 
proportionnels  aux  distances  de  leurs  centres  au  point 

^  =  —  (r^ — k'^)c,        y  =  (^ 
ou  au  point 

R2  —  A2  c2 

X  ^= — )  y  z=  o, 

c  '' 

les  coefficients  de  proportionnalité,  c'est-à-dire  la 
quantité  par  laquelle  il  faut  multiplier  la  distance 
pour  avoir  le  rayon,  étant  respectivement 

k     et     A  — - 

IjCS   cercles  de  la  deuxième  série  ont  leurs  rayons 
proportionnels  aux  distances  au  point 

x  =  o,        j'  =  o 
ou  au  point 

R2—  /:2c2 

les  coefficients  de  proportionnalité  étant 

I  c 

-k     ''      R- 

Les   cercles  de  la   troisième  série  ont  leurs  rayons 
proportionnels  aux  distances  au  point 

a"  =  o,        ^  =  o 
ou  au  point 

27  =  —  (l  —  A2)C,  y  =  o, 

les  coefficients  de  proportionnalité  étant 

R  R 

-j—     et     — • 
kc  c 

Notre   théorème   relatif  à   la  triple   génération  des 
ovales  par  cercles  est  donc  démontré. 

Construisons   maintenant    sur    chaque  cercle  de  la 


(  4.9) 
première  série  d'un  côté  et  de  l'autre  du  plan  xOy 
deux  cônes  de  révolution  ayant  ce  cercle  pour  base  et 
les  génératrices  inclinées  de  45°  sur  xOy.  On  aura 
alors  une  première  série  de  cônes  générateurs  de  la 
surface  d'égale  pente.  Ce  sont  les  cônes  (3)  dont  les 
sommets  décrivent  la  courbe  (i),  (2).  En  faisant  la 
même  construction  sur  les  cercles  de  la  deuxième  et 
de  la  troisième  série,  on  obtient  encore  deux  séries  de 
cônes  générateurs  de  la  surface. 

Les  sommets  des  cônes  de  la  deuxième  série  décrivent 
la  quartique  gauche 

(Ç-A-2C)2+Tl2—  X.-2R2=0, 

et  les  sommets  des  cônes  de  la  troisième  série  la  quar- 
tique 

(|_  A-2c)2-+--f,2—  A-2C2=  O, 
R2(f24-Tj2)_^2c2Ç2^  O. 

Tous  ces  cônes  sont  tangents  à  la  surface  d'égale 
pente  le  long  de  deux  génératrices  dont  les  projections 
sur  le  plan  xOy  sont  normales  à  la  courbe  (6).  iNous 
avons  ainsi  obtenu  la  triple  génération  de  la  surface 
d'égale  pente  par  cônes  congraents. 

Cherchons  la  nature  de  la  courbe  que  nous  désignons 
par  S  et  qui  est  section  de  la  surface  par  le  plan  z  =:  h. 
Par  un  point  M  de  cette  section  passe  une  génératrice 
de  la  surface  qui  coupe  le  plan  xOy  en  un  point  P. 
Projetonsorthogonalement  la  courbe  S  sur  le  plana^Oy. 
Soit  M'  la  projection  de  M.  La  génératrice  PM  aura 
pourprojectionPM'qui  sera  une  normaleauxovales  (6). 
La  longueur  PM'  sera  égale  à  h.  Par  conséquent,  le  lieu 
du  point  M'  qui  est  la  projection  en  vraie  grandeur  de 
la  courbe  S  s'obtiendra  en  portant  sur  les  normales 
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aux  ovales  (6)  à  partir  de  la  courbe  d'un  côté  et  de 
l'autre  une  longueur  égale  à  h.  Les  sections  parallèles 
au  plan  xOy  seront  donc  des  courbes  parallèles  aux 
ovales  de  Descartes. 

Considérons  aussi  un  cône  générateur  de  la  surface 
d'égale  pente.  11  sera  coupé  par  le  plan  z  =■  h  suivant 
un  cercle  {b')  ([ui  sera  un  cercle  générateur  de  la 
courbe  S.  A  ce  cercle  correspond  un  cercle  (G)  géné- 
rateur de  la  courbe  (6)  qu'on  obtieni  en  coupant  le 
même  cône  par  le  plan  z  =  o. 

Si  nous  désignons  jjar  o  et  o'  les  rayons  des  cercles  (C) 
et  (C)  on  aura  ^' ^  ^  ±  h.  Mais  p  étant  proportionnel 
à  la  distance  d  dvi  centre  à  un  point  Qxe,  on  a  p  =i  \d. 
En  posant  h=^\h\  on  a  p'==  à(c/ ± ///).  L'expres- 
sion d±.  h'  représente  la  distance  (maximale  ou  mini- 
male) du  centre  du  cercle  (C)  à  un  cercle  fixe  de 
rayon  h' . 

Par  conséquent,  Les  courbes  parallèles  aux  ovales 
de  Descartes  admettent  une  triple  ^'énératio/i  par 
cercles  dont  les  centres  décrivent  un  cercle  fixe  et 
dont  les  rayons  sont  proportionnels  aux  distances 
des  centres  à  un  autre  cercle  fixe. 

Le  cas  particulier  quand  ces  courbes  deviennent  des 
courbes  parallèles  au  Limaçon  de  Pascal  a  été  étudié 
par  M.  O.  Losebaird  f'  )  qui  a  indiqué  une  des  séries 
de  cercles  générateurs. 


(')  AJathernatisc/ie  Annalen,  y.  LXl\.  Voir,  clRn?  le  même  l'oine, 
un  .irlii.k-  (le  M.  ijiiin  Loiia  sur  le   même  siijel. 


(  f'-^'  ) 


[K'9aa] 

SllK  LE  CE\TRE  DES  \10YE\\ES  UISTANCES  D  ll\  GKOUPE 
DE  POINTS  E^  mm  DROITE  ; 

Par  m.  F.  GUNSETH. 


i.  Dans  deux  arlicles  (')  parus  ici  meuie,  j'ai 
inoulré  que  la  méthode  projective  peut  s'appiifiuer  à 
l'étude  des  groupes  de  droites  qui  ont  même  orienta- 
tion. La  même  méthode  s'applique  également  à  l'étude 
des  groupes  de  points  en  ligne  droite  qui  ont  le  même 
centre  des  moyennes  distances.  L'énoncé  fonda- 
mental est  le  suivant  : 

Les  groupes  de  points  en  ligne  droite  qui  ont 
même  centre  des  moyennes  distances  forment  un 
système  linéaire  dont  le  point  à  Vin  fini,  compté 
doublement,  forme  une  paire  neutre. 

La  démonsti^ation  est  immédiate.  Soient  r,,  ...,  Xn 
les  abscisses  des  points  d'un  groupe,  comptées  à  partir 
du  centre  des  moyennes  distances.  On  aura  Kmjours 

Les  Xi  sont  donc  racines  de  l'équation 

Aoa^" -H  A2jr"-2  +  Ajar"-^ -+-... -t- A,j  =  o, 

dont  le  second  coet'iicient  est  nul  et  les  autres  arbi- 
traires. Le  système  de  ces  groupes  est  bien  linéaire. 

(')  Quelques  propriétés  métriques,  etc.,   et   Sur   l'orientation 
d'un  groupe  de  droites. 
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Pour  tout  groupe  comprenant  le  point  à  l'infini,  Aq  est 
nul.  Comme  A,  manque  également  et  que  les  autres 
coefficients  peuvent  être  choisis  arbitrairement,  le 
point  à  l'infini,  compté  doublement,  représente  une 
paire  neutre. 

Le  groupe  fondamental  (des  n  points  où  se  réu- 
nissent tous  les  n  points  d'un  groupe)  auquel  Lous 
les  groupes  du  système  sont  apolaires ,  se  réduit  au 
centre  des  moyennes  distances,  et  au  point  à  l'infini, 
compté  n  —  i  fois. 

2.  a.  Les  applications  du  principe  sont  immédiates. 
Toutes  les  courbes  de  ;i'«""=  ordre  qui  ont  mêmes  asymp- 
totes qu'une  courbe  G^  forment  un  système  linéaire,  le 
système  linéaire  de  dimension  minimale  construit 
sur  C„  et  toutes  les  courbes  de  n'^^^  ordre  (dégénérées) 
comprenant  la  droite  de  l'infini  comptée  doublement. 
Les  n  asymptotes  en  sont  une  courbe  particulière. 

Les  courbes  de  ce  système  coupent  une  droite  arbi- 
traire en  des  groupes  tie  n  points  qui  forment  un  sys- 
tème linéaire  où  le  point  de  l'infini,  double,  est  neutre 
(d'après  un  raisonnement  qui  intervient  plusieurs  fois 
dans  les  deux  articles  cités  plus  haut),  et  par  consé- 
quent : 

Les  n  points  cV intersection  d\uie  courbe  C«  par 
une  droite  arbitraire  ont  même  centre  des  moyennes 
distances  que  les  points  d'intersection  des  n  asymp- 
totes de  C,i- 

Ce  qui  est  un  résultat  très  connu. 

Parmi  toutes  les  courbes  de  n^''"^^  ordre  qui  ont  les 
mêmes  asymptotes  que  C,j,  il  y  en  a  une  et  par  con- 
séquent oo'^c-^-t-i  qui  coupent  une  droite  arbitraire 


(  f>:^  ) 

en  n  points  réunis  au  centre  des  moyennes  distances 
des  points  d'intersection  de  Cn.  Aucun  aiilre  point 
de  la  droite  ne  jouit  de  la  même  propriété. 

b.  Soient  G|  et  G2  deux  courbes  de  /i'^""*  ordre  et 
soit  d  une  droite  qui  les  coupe,  ainsi  que  toutes  les 
courbes  de  leur  faisceau,  en  des  groupes  de  points 
ayant  même  centre  des  moyennes  distances.  Celui  de 
ces  groupes  qui  contient  le  point  à  l'infini  de  la  droite 
ne  peut  le  contenir  simplement,  car  son  centre  des 
moyennes  distances,  et  par  conséquent  celui  de  tous 
les  groupes,  serait  lui-même  à  l'infini,  ce  qui  n'est 
possible  que  si  les  courbes  G,  et  Go  se  coupent  au  point 
à  l'infini  de  d.  En  général  d  sera  donc  une  asymptote 
d'une  courbe  du  faisceau. 

L^ enveloppe  des  droites  coupant  deux  courbes 
de  n^ème  Qj^dre  G,  et  Go  en  des  groupes  admettant 
même  centre  des  moyennes  distances  coïncide  avec 
Venveloppe  des  asymptotes  des  courbes  du  Jaisceau 
de  G,  ef  Go. 

Gette  enveloppe  est  de  la  classe  3  n  —  i . 

3.  a.  Nommons  homoasymptotiques  deux  courbes, 
ou  deux  surfaces  ayant  mêmes  tangentes  en  leurs 
points  à  l'infini.  Da_\s  l'espace,  les  surfaces  homoasymp- 
totiques à  une  surface  donnée  ¥n  forment  un  système 
linéaire,  le  système  linéaire  de  dimension  minimale 
comprenant  F„  et  toutes  les  surfaces  de  /i'^'"''  ordre 
formées  du  plan  double  de  l'infini,  et  d'une  surface 
quelconque  de  (/i  —  2 )'*■'"*  ordre. 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  surfaces  de  ce  sys- 
tème coupent  un  plan  quelconque  suivant  un  système 
linéaire  de  courbes,  de  dimension  No(/i  —  2)+  i,  qui 
contient  naturellement  toutes  les  courbes  de /i'*"""  ordre 
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(léoénéi-ées   en  une  courbe  de   (/?  —  2 )''''"*  ordre  et  le 
plan  double  de  l'infini.  Par  conséquent  : 

Deux  surfaces  homoasymptotiques  sont  coupées 
par  un  plan  arbitraire  suivant  deux  courbes  homo- 
asymptotiques. 

Deux  surfaces  homoasymptotiques  sont  coupées 
par  une  droite  arbitraire  suivant  deux  groupes  de 
points  qui  ont  le  même  centre  des  moyennes  dis- 
tances. 

b.  Les  droites  qui  touchent  F^  à  l'infini  forment 
une  congruence.  On  démontrera  comme  plus  haut 
que  : 

Le  complexe  des  droites  qui  coupejit  deux  sur- 
faces de  n'^""^  ordre  suivant  deux  groupes  ayant 
même  centre  des  moyennes  distances  coïncide  avec 
le  complexe  des  droites  asymptotiques  à  l'une  ou 
l'autre  des  surfaces  du  faisceau  des  deux  pre- 
mières. 

Ce  complexe  est  du  degré  (an  —  i). 

A.  L'énoncé  fondamental  du  n"  1  et  celui  qui  joue 
le  même  rôle  dans  l'étude  des  groupes  de  droites  avant 
même  orientation  (')  sont  deux  cas  spéciaux  de 
l'énoncé  projectif  suivant  (A,  B  seront  deux  points 
fixes,  et  P  un  point  arbitrairement  fixé)  : 

Les  groupes  de  points  M,,  ...,  M„,  d'une  droite  d, 

pour    lesquels    le  produit   des    rapports  anharmo- 

niques 

(M,PAB)(M2PAB)...(M„PAB) 


(')   Voir  les  articles  cités. 
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^■5/  constant,  farinent  an  système  linéaire  de  dimen- 
sions n  —  1  dans  lequel  la  paire  AB  est  neutre. 

La  valeur  de  la  consluute  apparlenanl  à  chaque  sys- 
Lèaie  semblable  est  une  loiicLion  Je  P.  Son  logaritlune, 
en  supposant  que  nous  nous  trouvions  dans  un  espace 
non  euclidien  et  que  A.  et  B  soient  les  deux  points  à 
l'infini  de  d,  est  éual  à  la  somme  des  distances  non 
euclidiennes  de  P  aux  points  M,. 

o.  L'analogie  des  propriétés  énoncées  ci-dessus  avec 
des  propriétés  bien  connues  ('  )  îles  courbes  contocales 
est  évidente;  les  unes  sont  en  réalité  les  corrélatives 
des  autres.  La  symétrie,  incomplète  dans  le  plan  eucli- 
dien |)ar  le  tait  que  la  conique  absolue  à^ni  y  être  con- 
sidérée comme  formée  une  fois  de  la  droite  double  de 
l'infini  et  l'autre  fois  de  la  paire  cyclique,  devient 
parfaite  dans  le  plan  non  euclidien  o\i  la  conique 
absolue  n'est  pas  dégénérée. 

Ayant  défini  comme  dans  le  plan  euclidien  V orien- 
tation d'un  groupe  île  droites  par  rapport  à  une  droite 
donnée  (avec  la  différence  que  dans  le  cas  présent 
toutes  les  droites  doivent  passer  par  un  même  |)oint), 
la  notion  corrélative  sera  la  somme  des  distances  d'un 
point  P  d'une  droite  à  n  points  M,,  ...,  M„  de  la  même 
droite,  somme  que  nous  nommerons  Véloignement  du 
groupe  M,,  . . .,  M,^. 

Nommons,  enfin,  comme  il  est  naturel,  confocales 
deux  courbes  de  même  classe  qui  ont  les  mêmes  tan- 
gentes en  commun  avec  la  conique  absolue  Q,  eX  foyer 
l'intersection  de  deux  pareilles  tangentes,  homoasymp- 
totiques  deux  courbes  de  même  ordre  qui  ont  mêmes 


(^)    Voir  les  arlicles  cités. 
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points  d'intersection  avec  Q,  et  droite  focale  la  droite 
de  jonction  de  deux  points  pareils.  Il  existe  deux 
catégories  d'énoncés  parallèles,  dont  la  démonstra- 
tion est  inutile,  après  ce  qui  précède  : 

Les  groupes  de  tangentes  menées  d'un  point  arbitraire 
à  deux  courbes  confocales  ont  même  orientation.  Une  de  ces 
courbes  peut  être  formée  de  n  foyers  indépendants. 

Le  lieu  des  points,  d'où  les  groupes  de  tangentes  menées 
à  deux  courbes  de  classe  n  ont  même  orientation.,  coïncide 
avec  le  lieu  des  foyers  des  courbes  du  faisceau  (tangentiel) 
des  deux  premières. 

Les  groupes  de  points  d'intersection.,  par  une  droite,  de 
deux  courbes  homoasvmptotiques  ont  même  éloignement. 
Une  de  ces  courbes  peut  être  formée  de  n  droites  focales 
indépendantes. 

L'enveloppe  des  droites  qui  coupent  deux  courbes  de  n^ème 
ordre  en  deux  groupes  de  même  éloignement  coïncide  avec 
l'enveloppe  des  droites  focales  des  courbes  du  faisceau 
{ponctuel)  des  deux  premières. 

Dans  l'espace  valent  des  énoncés  semblables  faciles 
à  établir. 


[D6a] 


SUR  LES  FO\CTIO\S  HOMOGENES; 

Par  m.  Adrien  FAVRE. 


On  définit  d'ordinaire  les  fonctions  iiomogènes  de  la 
façon  suivante  :  une  fonction  de  plusieurs  variables 
y"(a7,  j^,  z.,  ...)  est  dite  homogène  lorsqu'on  a 

(0  f{tx,  ty.  tz,  ...)  =  t=^f(x,y,  3,  ...), 


a  étant  une  constante. 


(  4^7  ) 
On  peut  clierclier  îi  faire  rentrer  ces  lonctions  dans 
un  type  plus  général  et  à  étudier  les  fonctions  jouis- 
sant de  la  propriété  qu'exprime  l'éi^alité  suivante  : 

(2)  f{tx,  ty,  tz,  ...)=  o(J)f{x,y,  z,  ...)• 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  la  relation  (2)  définit  sim- 
plement les  expressions  hom()f;ènes,  autrement  dit  que 
la  fonction  ©(f),  du  moins  si  on  la  suppose  continue, 
ne  peut  être  qu'une  puissance  de  t. 

En  effet,  soit /(a?,  >',  z,  ...)une  fonction  de  plusieurs 
variables  satisfaisant  à  la  relation  (2).  Multiplions  les 
variables  indépendantes  a?,  )',  ;,  ...  par  ).|ji.  Nous  avons 
successivement  : 

=  ?(^0?Ck)/(^, r>  -.  •••)• 
Mais  nous  avons,  d'autre  part,  immédiatement 

f(llix,lu.j,l[iz,  ...)  =  ^{\]x)f{x,y,z,  ...); 

d'où 

çp(X[^)  =  cp(X)(p((^;, 

équation  fonctionnelle  à  laquelle  satisfait  seule  la  fonc- 
tion cp(«)=  f*. 

Ce  résultat  me  semble  avoir  l'intérêt  de  préciser  la 
notion  d'homogénéité  des  formules  de  Mécanique  et 
de  Physique  et  d'expliquer  d'une  façon  générale  la 
forme  bien  connue  des  équations  de  dimensions.  En 
eflet,  étant  donnée  la  mesure  d'une  grandeur  quel- 
conque en  fonction  d'un  système  de  trois  unités  fon- 
damentales (longueur,  masse  et  temps^  pour  fixer  les 
idées),  si  l'on  choisit  des  unités  de  longueur,  masse  et 
temps,  A,  a,  t  fois  plus  petites  sans  rien  changer  aux 
conventions  qui  définissent  les  unités  dérivées  à  partir 
des  unités  fondamentales,  on  conçoit  sans  peine  que  la 
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mesure  de  la  grandeur  considérée  se  trouve  niultipliée 
par  un  nombre  fonction  de  A,  a.  t.  Mais  il  n'est  nulle- 
ment nécessaire,  a  priori^  que  cette  fonction  soit  de 
la  forme  Â^aP-^.  Au  contraire,  cela  résulte  aisément 
de  la  proposition  établie  plus  baut.  Tout  aussi  facile- 
ment se  justifie,  à  partir  de  là,  la  règle  connue  pour  la 
recbercbe  des  équations  de  dimensions. 

iNous  nous  bornons  à  cette  indication,  le  développe- 
ment de  ces  considérations  dépassant  le  cadre  d'une 
Communication. 


BIBLIOGRAPHIE. 


MAtRiCE  d'Ocagne.  —  Cours  de  Géométrie  pure  et  appliquée 
de  l'Ecole  Polytechnique,  tome  \.  i  volume  in-8  (23-16)  de 
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Prix  :  r6  francs. 

Jusqu'à  une  époque  assez  récente,  le  Cours  de  Géo- 
mélrie  de  l'Ecole  Polylecbnique,  créé  par  Monge,  tut 
a\aul  tout  un  cours  de  (jéométrie  descriptive  :  on  ne 
peut  être  étonné  que  la  puissante  intluence  du  fonda- 
teur lui  ait  survécu  près  d'un  siècle.  La  perspective  et 
le  tracé  des  ombres  remplissaient  le  cours  de  première 
année.  La  seconde  année  était  consacrée  tout  entière  à 
la  cliarpente  et  à  la  coupe  des  pierres. 

Mannheim  donna  une  forme  très  personnelle  à  ses 
leçons,  par  l'introduction  de  ses  élégantes  méthodes 
cinématiques,  mais,  lié  qu'il  était  par  le  progi'amme,  il 
ne  lui  fui  pas  donné  d'étendre  la  portée  du  cours.  On 
pouvait  être  surpris,  par  exemple,  que  la  théorie  gêné- 
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raie  tlii  iuou\enient  iaflnimenL  petit  eùl  [xnir  couron- 
nement le  tracé  des  lignes  d'ombre  d'une  surface  de 
vis  à  filet  triangulaire. 

Dans  ces  dernières  années,  le  programme  a  été  pro- 
fondément et  heureusement  modifié.  11  a  paru  que  la 
coupe  des  pierres  et  surtout  la  cliarpenle  constituaient 
des  «  doctrines  »  un  [)eu  démodées  et  ne  méritaient 
plus  la  même  place  d'honneur  qu'au  temps  de  Monge; 
que  d'autres  sciences  [>lus  jeunes,  le  Calcul  graphique, 
la  Statique  graphique,  la  ^omographie  réclamaient 
une  place  dans  l'enseignement  de  l'Ecole  Polytech- 
nique; qu'il  était  judicieux  d'introduire  aussi  dans  le 
cours  de  Géométrie  la  théorie  des  mécanismes,  appli- 
cation immédiate  de  la  Géométrie. 

On  mesurera  l'importance  de  celte  é\olution  en 
comparant  le  Cours  de  Géométrie  descriptive  de 
Mannheim  au  Cours  de  Géométrie  pure'et  appliquée 
de  M.  d'Ocagne. 

Comme  l'Auteur  1  indique  dans  sa  Préface,  son  ensei- 
gnement a  pour  but,  non  seulement  d'exposer  un  cer- 
tain nombre  de  théories  et  de  faits,  mais  encore  de 
développer  le  sens  géométrique  des  élèves.  La  méthode 
géométrique,  assurément  moins  puissante  que  la  mé- 
thode analytique,  dans  la  majorité  des  cas,  présente  en 
revanche  le  précieux  avantage  de  laisser,  pour  ainsi 
dire,  l'esprit  en  contact  ininterrompu  avec  la  question 
étudiée.  Alors  que  le  traitement  analytique  consiste 
souvent  dans  l'application  machinale  de  règles  de 
calcul  (il  s'agit,  bien  entendu,  de  l'algèbre  et  de  l'ana- 
lyse des  élèves,  et  non  de  celles  des  maîtres),  le  raison- 
nement géométrique  oblige  le  chercheur  à  reconnaître 
V individualité  de  chaque  problème  et  demande  à  son 
esprit  un  effort  d'adaptation  tout  à  tait  caractéristique. 
Or  les  problèmes  qui   se  présenlent  ii   l'uigénieur  oni 
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précisément  ce  trait  d'être  indivàluels,  et  chacun  veut 
être  attaqué  d'une  façon  spéciale.  On  n'établit  pas  le 
projet  d'un  pont,  d'une  machine  à  vapeur  ou  d'un 
transport  d'éneroie,  sans  avoir  à  faire  face  à  des  diffi- 
cultés particulières,  non  prévues  par  les  théories  géné- 
rales. La  culture  géométrique  développe  la  souplesse 
intellectuelle  et  paraît  ainsi  très  propre  à  favoriser  cet 
esprit  d'invention,  à  défaut  duquel  les  praticiens  que 
forme  l'Ecole  Polytechnique  excelleront  difficilement 
dans  leurs  spécialités. 

Les  matières  du  Cours  sont  diverses  et  mêmes  dispa- 
rates, à  première  vue  :  perspective,  géométrie  infini- 
tésimale, géométrie  cinématique,  cinématique  appli- 
quée, stéréotomie  (très  réduite)^  statique  graphique, 
nomographie.  Mais  on  peut  dire  sans  paradoxe  que 
cette  variété  même  de  sujets  fait  l'unité  du  cours,  en 
montrant  quelles  ressources  offre  la  Géométrie  pure 
dans  l'élude  des  questions  les  plus  dissemblables. 

Le  Tome  I  du  Cours  de  M.  d'Ocagne  est  consacré 
aux  parties  les  plus  théoriques  de  son  enseignement  : 
transformations  géométriques,  perspective,  géométrie 
infinitésimale,  géométrie  réglée,  géométrie  cinéma- 
tique. Voici  l'analyse  sommaire  de  ces  divers  cha- 
pitres : 

Transjormations  géométriques .  —  On  étudie  les 
transformations  homographiques ,  l'homologie,  les 
transformations  dualistiques,  l'inversion.  Cette  der- 
nière transformation  fournit  l'occasion  d'introduire  la 
notion  de  groupe. 

Perspective.  —  On  étudie  la  mise  en  perspective 
conique  d'un  corps  donné  par  sa  représentation  géomé- 
trale,  les  constructions  directes  sur  le  tableau  (signa- 
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Ions  entre  autres  d"éléganles  constructions  pour  la 
perspective  du  cercle  et  pour  celle  de  la  sphère),  la 
restitution  perspective,  à  propos  de  laquelle  sont  ex- 
posés les  principes  de  la  métropliotographie,  et  enfin 
les  perspectives  cavalière  et  axonométrique. 

Géométrie  infinitésimale.  —  L'Auteur  n'a  pas 
hésité  à  donner  une  base  analytique  à  cette  partie  de  son 
enseignement,  et  il  a  sagement  fait.  Il  ne  faut  pousser 
aucun  culte,  même  celui  de  la  Géométrie,  jusqu'au 
fanatisme.  On  ne  peut  espérer  asseoir  solidement  les 
notions  de  tangente,  de  plan  tangent,  de  courbure,  etc., 
sur  le  sentiment  vague  de  la  continuité  géométrique. 
M.  d'Ocagne  admet  donc  les  propriétés  fondamentales 
des  courbes  et  des  surfaces,  établies  analjtiquement  en 
Mathématiques  spéciales,  et  réserve  l'application  de  la 
Géométrie  pure  à  des  questions  plus  nouvelles.  En 
Géométrie  plane,  partant  de  formules  simples  et 
fécondes  dues  à  Newton  et  à  Mannheim,  il  donne  des 
constructions  de  tangentes,  de  points  caractéristiques, 
de  centres  de  courbure.  Pour  les  courbes  gauches,  il 
établit  les  formules  de  Frenet  et  fait  une  étude  spé- 
ciale de  l'hélice.  Viennent  ensuite  les  surfaces  déve- 
loppables,  puis  les  surfaces  générales. 

A  ces  dernières  sont  naturellement  consacrés  des 
développements  plus  étendus.  L'Auteur  donne  des 
constructions  élégantes  du  centre  de  courbure  d'une 
section  normale,  de  celui  du  contour  apparent  d'une 
surface.  Il  démontre  les  théorèmes  de  Sturm,  de  Malus 
etDupin.  Il  établit  les  propriétés  essentielles  des  lignes 
les  plus  importantes  tracées  sur  une  surface  :  lignes 
de  courbure,  asjmptotiques,  géodésiques  (comme 
application,  étude  spéciale  des  géodésiques  de  l'ellip- 
soïde).  Le  Chapitre  se  termine  par  l'étude  des  surfaces 
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réglées  gauches  (applications  à  la  reclierche  des  sur- 
faces de  raccordement,  utiles  en  descriptive;  étude  spé- 
ciale du  cvlindroïde). 

Géométrie  réglée.  —  On  étudie  les  complexe»  et  les 
congruences  linéaires,  en  vue  des  applications  à  la 
Géométrie  cinématique. 

Géométrie  ciném.otiqiie.  —  On  aborde  les  propriétés 
géométriques  des  mouvements  dans  le  plan,  autour 
dun  point  fixe,  dans  l'espace,  en  séparant  à  chaque 
lois  l'élude  du  déplacement  fini  et  celle  du  mouvement 
continu.  Pour  les  déplacements  finis,  dans  l'espace, 
en  particulier,  l'Auteur  emploie  la  méthode  de  Darboux, 
qui  présente  l'avantage  de  conduire  immédiatement  à 
la  com[)osition  des  déplacements  hélicoïdaux. 

Les  notions  de  Géométrie  réglée,  précédemment 
développées,  sont  utilisées  dans  l'étude  du  complexe 
des  normales,  du  complexe  des  tangentes  et  dans  celle 
des  mouvements  à  deux  paramètres  (théorèmes  de 
Schonemann-Mannheim,  de  Ribaucour). 

Comme  application  de  la  Géométrie  cinématique, 
l'Auteur  étudie  les  hélicoïdes  réglés  et  la  surface  de 
l'onde. 

Le  Livre  se  termine  par  un  Appendice,  renfermant 
des  notions  complémentaires  sur  les  transformations 
géométriques,  j  compris  la  représentation  plane  des 
surfaces  du  deuxième  et  du  troisième  ordres  (avec 
étude  pour  ces  dernières  de  la  configuration  formée 
par  les  o.'j  droites),  d'intéressants  développements  de 
Géométrie  infinitésimale  plane  empruntés  aux  travaux 
personnels  de  l'Auteur,  etc. 

lel  est  cel  Ouvrage,  auquel  la  variété  des  >njel- 
iraités   donne    nue   figure   originale  dan^   la  illlérature 
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scientifique  contemporaine.  11  est  rédigé  avec  ce  souci 
(le  l'ordre,  de  la  clarté  ol  de  l'élégance  qui  caracté- 
rise les  publications  de  M.  d'Ocagne.  Il  faut  espérer 
qu'il  contribuera  à  rétablir  le  goût  de  la  Géométrie 
pure  dans  notre  pays,  où  cette  science  paraît  actuel- 
lement un  peu  délaissée. 

R.  Bricard. 


CORRESPOXDAXCE. 


R.  Goormaghtigh.  —  .///  sujet  de  la  question  22-49 
(kji^,  p.  i8-).  —  En  chaque  point  M  d'une  courbe 
donnée  (M)  on  prend  sur  la  tangente  une  longueur  MT 
égale  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  M;  la  ques- 
tion avait  pour  objet  de  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure -  de  la  courbe  (T)  lieu  de  T  au  point  T.  Soient 
a.  'J■^•  '^-i  les  trois  premiers  centres  de  courbure  de  (M) 
en  jM  et  supposons  que  le  sens  de  INJT  soit  le  sens  po- 
sitif de  la  tangente;  la  normale  TK  en  ï  à  (T)  passe 
par  le  point  K  obtenu  en  portant  sur  Ma  un  segment 
IJ.R  égal  à  jj(.jjL, .  La  construction  suivante  pour  le  centre 
de  courbure  -:  est  plus  simple  que  celle  donnée  par 
M.  Bouvaist  (içjij,  p.  i88). 

Soit  L  le  point  obtenu  en  portant  sur  jjlijl,  un  seg- 
ment [JL,L  égal  à  a,  îj-o  ;  le  point  -  est  le  milieu  du 
segment  compris  entre  K  et  le  conjugué  harmo- 
nique de  R  par  rapport  à  T  et  la  projection  de  L 
sur  TK. 

R.  Goormaghtigh.  —  Sur  la  question  2!2oi  (1917, 
Ann.  de  Matliemat.,  4'  série,  t.  XVII.  (  .\ov.  1917.)  33 
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p.  iQi).  —  I^a  construction  du  centre  de  courbure  en 
un  point  d'une  conchoïde  de  Nicomède  indiquée  par 
M.  d'Ocagne  est  contenue  dans  le  théorème  général 
suivant,  qui  permet  de  construire  le  centre  de  cour- 
bure en  un  point  d'une  conchoïde  d'une  courbe  quel- 
conque : 

Soient  M) ,  M2,  •  •  •  des  points  correspondants  de  di- 
verses conchoïdes  F,,...,  Y  ^d  une  coarbeT  ^  par  rap- 
port au  pôle  0,ei  ui,  y-^-,  •  •  •  les  centres  de  courbure 
correspondants;  les normalesenMi,  Mo,  ...àr|,r2,  .. 
concourent  en  u/ipoifitN .  LerayonvecteurOM^M^  •■■ 
rencontre  en  des  points  Kj,  Kg,  .  .  .  les  perpendicu- 
laires élevées  en  N^a/'NM,,  NM2, ...  ;  les  droites  K,pi.,, 
K2ÎJ>-25  •  •  •  passent  par  un  tnéme  point  l  situé  sur  la 
perpendiculaire  élevée  sur  ON  en  son  milieu. 

Si  u  désigne  le  centre  de  courbure  de  F  en  M,  le 
point  N  est  à  l'intersection  de  M[x  avec  la  perpendicu- 
laire en  O  sur  OM;  la  perpendiculaire  en  N  sur  MN 
coupe  OM  en  K,  Js^y.  rencontre  la  médiatrice  de  ON 
au  point  l;  par  une  construction  inverse  on  en  déduit 
le  centre  de  courbure  [Jt.|  de  F,  en  M,. 

Considérons  encore,  d'une  manière  plus  générale, 
une  courbe  Q.  ;  la  tangente  en  un  point  O  de  Q  coupe 
une  courbe  F  en  M  ;  sur  OM  portons  des  longueurs  cons- 
tantes MM,,  MM2  ...  ;  on  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Il  y  a  sur  la  normale  à  ù  en  O  et  sur  celle  de  la 
développée  de  ù  au  centre  de  courbure  de  iî  en  O 
deux  points  N  ef  J  qui  jouissent  des  propriétés  sui- 
vantes :  les  jiormàles  en  M,  M,,M2,  . . .  aux  lieux  F, 
F,,  F2,  . . .  de  ces  points  concourent  en  N;  les  droites 
JM,JM,, J Ma,  .../■<?« cow?/e/?^e/?K,K,,  K2,  ...les per- 
pendiculaires élevées  en  N  sur  NM,  NM,,  NM2,  ...  ; 
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les  droites  qui  joignent  K,  K,,  Ko,  •••  aux  centres 
de  courbure  [j.,  ijl,,  jx^,  ...  de  F,  F,,  F2,  ...  e^  M, 
Mi,  M2,  .  .  .  concourent  au  milieu  I  de  NJ. 

Il  €st  aisé  de  voir  que  si  l'on  connaît  u.  on  peut  cons- 
truire J;  connaissant  J  on  en  déduit  par  des  construc- 
tions invei'ses  les  points  [jl,,  1JI2,  .  .  •• 

M.  d'Ocagne.  —  Sur  la  transformation  des  coniques 
en  quartiques  ou  en  cubiques  unicursales.  —  Le  mode 
de  transformation  que  M.  F.  Gomes  Teixeira  a  récem- 
ment fait  connaître  à  cet  efTel (yV.  A.^  '9'  7^  P-  281)  est 
susceptible  d'une  simplification  que  je  vais  indiquer  ici. 
Ce  mode  de  transformation  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Ox 
et  Oy  étan  t  deux  axes  rectangulaires  quelconques,  A  un 
pôle  fixe  quelconque  dans  leur  plan,  les  points  corres- 
pondants M  et  M'  sont  tels  que  :  1°  les  vecteurs  OM 
et  AM'  sont  parallèles;  2"  la  droite  MM'  est  parallèle 
à  Oy.  » 

Si  la  parallèle  à  AO,  menée  par  M',  coupe  OM  en  M, , 
on  voit  que  la  courbe  (M,)  se  déduit  de  (M')  par  une 
simple  translation  équipollente  à  AO.  Ces  deux  courbes 
sont  donc  identiques  et  la  transformation  qui  lie  M 
et  M(  fournit  exactement  les  mêmes  résultats  que  celle 
qui  a  lieu  entre  M  et  M'.  Or,  il  est  clair  que  la  projec- 
tion orthogonale  de  MM,  sur  Ox,  qui  se  confond  avec 
celle  de  M'M,,  est  égale  à  celle  de  AO,  donc  constante, 
d'où  la  définition  de  cette  transformation  modifiée  :  les 
points  correspondants  M  et  Mj  sont  alignés  sur  O, 
et  la  projection  orthogonale  de  MM,  sur  Ox  est 
constante. 

Le  point  M  est  à  l'infini  :  i"  si  M,  y  est  aussi; 
2°  si  M,  est  sur  Oy,  en  dehors  de  O,  auquel  cas  M 
appartient  à  la  parallèle  à  Oy  menée  par  A. 
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Si  (M()  est  une  courbe  d'ordre  n,  la  courbe  (M)  a, 
d'après  cela,  n  asymptotes  parallèles  à  celles  de  (M,), 
plus  autant  d'asymptotes  que  (M,)  a  de  points  de 
rencontre  avec  Oy,  en  dehors  de  O.  Il  suit  de  là  que 
si  (M,)  est  une  conique  quelconque,  (M)  a  quatre  asymp- 
totes dont  deux  parallèles  à  celles  de  (M,)  et  deux 
confondues  avec  la  parallèle  à  Oy  menée  par  A.  C'est 
donc  une  quartique.  Comme  d'ailleurs  il  n'y  a,  sur 
chaque  droite  issue  de  O,  en  dehors  de  ce  point,  que 
deux  points  correspondant  aux  deux  points  où  elle 
rencontre  la  conique  (M,),  c'est  que  O  est  pour  cette 
quartique  (M,  )  un  point  double. 

Lorsque  la  conique  (M<)  passe  par  O,  une  des 
asymptotes  parallèles  à  Oy  disparaît,  ainsi  qu'un  des 
points  sur  chaque  droite  issue  de  O.  On  a  une  cubique 
unicursale  ayant  son  point  double  en  O. 

Le  mode  de  liaison  entre  les  tangentes  MT  et  M,T 
aux  courbes  (M)  et  (Mj)  résulte  immédiatement  de 
l'application  d'un  théorème  que  j'ai  donné  jadis  (^N.  A.^ 
1886,  p.  89).  Il  s'énonce  comme  suit  :  Si  la  parallèle 
à  O/,  menée  par  le  point  de  rencontre  T  de  ces  tan- 
gentes^ coupe  la  droite  OMM,  en  I,  on  a,  en  gran- 
deur et  sens,  M^  I  =  OM. 


QUESTIONS. 


2329.  Soient  m  et  M  deux  points  correspondants  de  deux 
courbes  affines  par  rapport  à  un  axe  xx'\  c  et  G  les  centres 
de  courbure  en  ces  points;  A  le  point  de  rencontre  (situé 
sur  xx' )   des   tangentes  en  m  et  M  aux  deux  courbes.    Les 
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perpendiculaires  en  A  à  A  m  et  AM  coupent  m  M  en  p  et  P. 
Démontrer  que  les  droites  pc  et  PC  se  coupent  sur  XX'. 

F.   Balitrand. 

2330.  Démontrer  que  l'enveloppe  des  droites  sur  lesquelles 
deux  hyperboles  équilatéres  déterminent  deux  segments  ayant 
même  milieu  M  est  rhypocycloïde  à  trois  rebroussements  tan- 
gente aux  asymptotes  des  hyperboles;  lieu  de  M. 

J.  Lemaire. 

2331.  Par  un  point  O  commun  à  deux  cercles  orthogonaux, 
on  mène  une  droite  variable  qui  coupe  ces  cercles  en  A  et  B  : 
démontrer  que  le  lieu  du  point  conjugué  harmonique  de  0 
par  rapport  à  A  et  B  est  une  strophoïde.  J.  Lemaire. 

!2332.  Démontrer  que  la  symétrique  d'une  tangente  de 
rebroussement  d'une  hypoclycloïde  à  trois  rebroussements, 
par  rapport  à  une  tangente  variable  de  cette  courbe,  enve- 
loppe une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussements. 

J.  Lemaire. 

2333.  Par  les  sommets  d'un  triangle,  l'orthocentre  et  les 
pieds  des  hauteurs  passent  une  infinité  de  cubiques  circu- 
laires :  démontrer  que  le  point  commun  à  la  courbe  et  à  son 
asymptote  réelle  et  le  foyer  singulier  sont  deux  points  diamé- 
tralement opposés  sur  le  cercle  des  neuf  points  du   triangle. 

J.  Lemaire. 

2334.  Toute  cubique  circulaire  circonscrite  à  un  triangle  et 
contenant  l'orthocentre  et  les  pieds  des  hauteurs  est  anal- 
lagmatique  de  quatre  manières,  les  coniques  déférentes  étant 
des  paraboles  :  démontrer  que  l'axe  de  ces  paraboles  enve- 
loppe rhypocycloïde  de  Steiner  du  triangle,  et  trouver  le  lieu 
géométrique  du  point  où  il  rencontre  l'asymptote  réelle  de  la 
cubique  correspondante.  J.  Lemaire. 

2333.  Démontrer  que  si  une  sphère  variable  passe  en 
quatre  points  fixes  d'une  biquadratique  gauche  qui  sont 
situés  dans  un  même  plan,  les  quatre  autres  points  communs 
à  la  sphère  et  à  cette  courbe  sont  dans  un  même  plan  de 
direction  fixe.  J.  Lemaire. 
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2336.  Soient  a,  p,  y,  o  quatre  tangentes  d'une  hypocycloïde 
à  trois  rebroussements,  P  le  point  commun  aux  deux  pre- 
mières, Q  le  point  commun  aux  deux  autres  :  démontrer  que 
le  foyer  de  la  parabole  tangente  aux  quatre  droites  est  symé- 
trique, par  rapport  au  milieu  de  PQ,  du  point  commun  aux 
troisièmes  tangentes  à  l'hypocycloïde  issues  de  P  et  Q. 

J.  Lemaire. 

2337.  Si  l'on  joint  le  foyer  d'une  parabole  aux  six  sommets 
d'un  quadrilatère  circonscrit,  la  parallèle  menée  par  chaque 
sommet  à  la  droite  joignant  au  foyer  le  sommet  opposé  touche 
l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements  inscrite  au  quadrila- 
tère. J.  Lemaire. 

2338.  Si  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  hypocycloïde 
à  trois  rebroussements,  les  troisièmes  tangentes  à  cette 
courbe  issues  de  chacun  des  couples  de  sommets  opposés  se 
coupent  sur  une  même  tangente  qui  est  parallèle  à  l'axe  de  la 
parabole  inscrite  au  quadrilatère.  J.  Lemaire. 

2339.  Si  cinq  droites  a,  [B,  y,  o»  ^  touchent  une  hypocy- 
cloïde à  trois  rebroussements,  les  axes  des  cinq  paraboles 
tangentes  respectivement  à  quatre  de  ces  droites  forment  un 
pentagone  qui  a  ses  angles  égaux  à  ceux  du  pentagone  formé 
parles  cinq  droites.  J.  Lemaire. 

2340.  Soient  a,  [3,  y,  o  quatre  tangentes  à  une  hypocycloïde 
à  trois  rebroussements  (H),  une  conique  (G)  tangente  à  ces 
droites  et  touchant  o  au  même  point  que  (H)  :  démontrer 
que  cette  conique  touche  la  tangente  menée,  par  le  foyer  F 
de  la  parabole  tangente  aux  quatre  droites,  au  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  que  forment  les  trois  premières. 

J.  Lemaire. 

2341.  Si  quatre  tangentes  d'une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements  forment  un  quadrilatère  inscriptible  dans  un 
cercle,  la  troisième  diagonale  touche  la  courbe  en  un  point  M  : 
démontrer  que  le  foyer  F  de  la  parabole  tangente  aux  quatre 
droites  est  sur  la  troisième  diagonale,  et  que  cette  diagonale 
et  FM  ont  le  même  milieu.  J.  Lemaike. 
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2342.  On  considère  les  paraboles  respectivement  tangentes 
aux  tangentes  a,  [3,  y,  S  et  a,  ^,  y,  8'  d'une  hypocycloïde  à 
trois  rebroussements;  démontrer  que  le  cercle  qui  contient 
leurs  foyers  et  le  point  de  rencontre  de  leurs  axes  est  égal  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  des  trois  tangentes  a,  [B,  •[. 

J.  Lemaire. 

2343.  Démontrer  que  le  paramètre  p  de  la  parabole  tan- 
gente à  quatre  droites  a,  p,  y,  5  et  le  rayon  /•  du  cercle  tri- 
tangent  à  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements  qui  touche 
les  mêmes  droites  sont  liés  par  la  relation 

2/>/-3=  R^.Rp.R.^.R5 

aux  rayons  des  cercles  circonscrits  aux   triangles  formés  par 
les  tangentes  données,  associées  trois  à  trois. 

J.  Lemaire. 

2344.  Dans  un  triangle  ARC,  dont  les  hauteurs  sont  AA', 

RB',  ce,  le  point  de  Lemoine  est  le  point  de  Gergonne  du      K^  -  Ge^ 
triangle  MNP  des  milieux  des  côtés  du  triangle  A'B'C. 

V.  Thébault. 

2343.  i"  Déterminer  sur  la  base  RC  d'un  triangle  ARC  un 
point  B  tel  que  les  cercles  inscrits  aux  triangles  RAD  et  DAG 
soient  égaux.  Montrer  que  les  cercles  exinscrits  dans  les 
angles  A  sont  aussi  égaux; 

'>,"  Il  existe  deux  groupes  de  cercles  de  rayons  pi  et  p^. 
Montrer  que 

f  1  -t-  P2  =  h, 

h  étant  la  hauteur  AA'  du  triangle  ABC.       V.  Thébault. 

2346.  Trouver  n  nombres  entiers  positifs  tels  que  la  somme 
des  produits  i  à  i,  a  à  2,  3  à  3,  .  .,  n  à  n,  de  tous  ces  nombres 
soit  un  carré  parfait  quel  que  soit  n.  Quels  sont  les  cinq 
plus  petits  nombres  jouissant  de  la  propriété  ? 

P.  Carissan. 

2347.  Former  une  suite  K  de  nombres  entiers  tels  que  le 
reste  de  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité,  de  chacun  de 
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ces  nombres  soit  un  même  entier  donné  quelconque  A,  qui 
soit  aussi  le  reste  de  la  racine  carrée,  à  moins  d'une  unité, 
du  produit  des  n  premiers  termes  de  la  suite  K,  si  grand  que 
soit  n.  Application  ;  A'  =:  7;  écrire  les  quatre  plus  petits  nombres 
jouissant  de  la  propriété.  P.  Carissan. 

2348.  1°  «„  et  v,,  étant  un  couple  quelconque  de  solutions 
en  nombres  entiers  de  l'équation  i-+-2«2=;p*,  ayant  posé 
Sn=  iin-^  ^ni  la  relation  Sn  =  35„_i  ±:  2  )/is\_^  — i  définit, 
par  itération,  une  suite  de  nombres  entiers,  illimitée  dans  les 
deux  sens,  suivant  qu'on  adopte  l'un  ou  l'autre  signe  devant 
le  radical.  Exprimer  «„  et  p„  en  fonction  de  Sn-x.  Ecrire  les 
six  premières  valeurs  de  u,  v  en  partant  de  la  solution  ini- 
tiale (5,j_,)o  =  1.  Déduire  de  ces  formules  de  nouvelles  expres- 
sions générales  des  nombres  triangulaires  x,  y^  nombres  liés 
eux-mêmes  par  x{n  -t-  i)  =  ly^. 

2"  La  double  relation  d'itération  s,i=-  55«- 1  =n  v  6*«-i  "^  i 
définit,  dans  des  conditions  analogues,  une  suite  de  nombres 
entiers  avec  (*/i-i)o  =  2;  en  déduire  la  solution  générale  de 
l'équation  2a2-i-i  =  3p2.  P.  Carissan. 

2349.  On  associe  à  une  conique  un  cercle  ayant  son  centre 
en  l'un  des  foyers  et  passant  par  l'autre  foyer.  Faire  voir 
sans  calcul  qu'il  existe  des  hexagones  inscrits  au  cercle  et 
circonscrits  à  la  conique,  hexagones  admettant  comme  axe 
de  symétrie  l'axe  focal  de  la  conique.  G.  FontexÉ. 


ERRATIM. 


Page  388,  ligne  8,  au  lieu  de  :  Xi,  lire  :  x'' 
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[A  5a] 

m\  ll\E  FKOPRIEII'  l)i:  LA  FIUCTIO\  RATIOWELIE 
DU  SECO\D  DEGKÉ; 

Par    m.    I.-B.    POMEY. 


L'un  des  problèmes  les  plus  intéressants  que  Ton 
puisse  se  proposer  au  sujet  de  la  fraction  rationnelle 
du  second  degré,  c'est  de  retrouver  sur  elle,  par  une 
voie  qui  sera  alors  tout  à  fait  élémentaire,  quelques- 
unes  des  propriétés  des  courbes  du  troisième  degré 
dont  on  demande  partois  la  démonstration  aux  fonc- 
tions elliptiques.  Parmi  ces  propriétés  se  trouve  en 
première  ligne  celle  qui  relie  trois  points  en  ligne 
droite. 

Soit  donc  la  fonction 

a  X-  -\-  b  .T  -I-  c 


-+-  b' X  -\-  c" 
coupons  la  courbe  par  la  droite 

y  —  rnar  -i-  n: 
l'équation  aux  abscisses  des  points  d"interseclion  est 
ma  x^-\-{mb'  -\-  na'  —  a) x^ -h  (rnc  -h  nb'  —  b)x-r-  ne'  —  c  =  o. 
Appelons  a;,,  X2-,  x-^  les  racines  et  posons 

s  1  =  Xi  -\-  T.,  -+-  X?,, 

S.2=  X2Xi,-lrXsXi-\-  XiXi, 

$3=  XxX-iXz. 

Les   relations   entre   les   coefficients  et  les  racines 
Ann.  de  Mathémat.,  4°  série,  t.  XVII.  (Dec.  1917.)  34 
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donnent 

jn{b'  -+-  Si  a')  -i-  na  —  a  =  o, 

in{  c' —  Sitt')  -h  n  b'  —  b  —  o, 
rns^a'-^-  n  c' —  c  =  o. 

L'élimination  de  m  et  de  n  fournit  lu  relation  clier- 
cliée;  posons,  pour  abréger, 

A  =  bc' — cb\  B  =  ca' —  ac' ,  G  —  ab' —  ba  \ 

elle  s'écrit 

A(6'-f-  5i a')  -i-  B(c' —  s^a')  -\-  Cs-iCi' ^=  o. 

Si  A,  B,  C  sont  nuls  simultanément,   la  courhe  se 
décompose,  l'équation  aux  abscisses  devient 

(//i.r  -(-  n)  (a'a?--!-  6' X  -H  c')  =  o. 

Le  problème  est  indéterminé.  Ecartons  ce  cas. 

Clierclions    la    t'oiune  que  doit  avoir  la   fraction  y  y 
pour  que,  si  l'on  pose 

a?i=  tango,,         a7_)  =  tangœ2.         .r,-,— tangips, 

la  relation  obtenue  se  confonde  avec  la  suivante  : 

lang(cpi-l-  (p2-l-  'fs)  =  h- 
Celle-ci  revient  à 

Si  -+-  hSi  —  A-j  —  Il  =  o. 

L'identification  donne 

A  a'  Ba'        Ca'        Xb'-^Bc' 

I      ~  h     ~  —  I  —  h 

De  ces  équations  on  déduit  d'abord 

A  A  -+-  B  =  o, 

A.b' -i-  B(c'—  a')  =  o, 
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croù 

h{c' —  a  )  —  6'  =  (). 
D'autre  part,  les  deux  ideatilés 

A  «' -H  B  6' -H  G  c' =  o, 
A  rt  -h  B  6  -f-  C  c  —  o 
clouaeat 

ci b'  Il  —  C'=:  O, 

a  —  b  h  —  c  —  o. 
On  aura  donc,  tout  d'ahin'd, 

b'^-V-  (c  —  a')^=  o, 
d'où 

/  -  ,         ,  .  ,         «  —  c 

o  =  o,         a  =  c         et  ensuite         n  =  — ^ —  . 

b 

Si  donc  j^  est  de  la  toriae 

rt,r'  -h  b.v  -h  c 

Y  =  ; 

et  qu'on  pose  ;r  =  tango,  les  valeurs  co,,  coa,  ©3  de  œ 
correspondant  à  trois  points  en  ligne  droite  satisfont  à 

la  i"elation 

a  —  c 

lang(o,-i- 02-+-CP3)  =  —^' 

C'est  la  relation  fondamentale  que  nous  nous  propo- 
sions d'obtenir. 
D'ailleurs,  on  a 

ax' -h  bx -\- c  =■       {i -^  X-) 

c  ~  a  ,  „  b 

-\ (  I  —  X^)  -T-  1—  X, 

de  sorte  que,  comme  on  a 


IX 


i-h  x^  ~ 
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y  sera  de  la  forme 

en  posant 

tanga  =  — - — ,  clou  tpi  m- coo  +  03  =  a -t- At:. 

Or,  pour  ramener  le  dénominateur  à  la  forme  indi- 
quée, comme  alors  on  doit  avoir  ù'^b'-  —  4o^'c'<Co, 
il  suffira  de  poser 

aa'.r  •+  h'  =  \/ —  8'  tangç, 
pour  avoir 

a'x^-T-  b' X  -(-  c'  =  — — r  (i  -4-  tangue;). 

Le  calcul  de  )''o,  y\  el  a,  en  fonction  des  coefficients 
de  la  fraction  rationnelle,  peut  s'effectuer  simplement, 
en  recherchant  la  signification  de  ces  cjuantités  ;  on  voit 
que,  dans  ce  cas,  il  3'  a  un  maximum  et  un  minimum 
réels,  qui  sont  Vo  +  ^i  6t  j',, — y\.  Or  ils  sont  donnés 
par  Féquation 

0'  y-  —  a  T  j)'  +  6  =  o, 

où  l'on  a 

o'=:6'- — \<i  c' ,  o^b'    -f\ac.         T  ^z  bb' — iac'  —  7. c'a. 

Posons 

A  =  T2— S5'=  4fB2— AC). 

Cette  valeur  de  A  devra  être  positive  et  l'on  aura 
d'où 


Jo  — ri    '         °  ^' 


T  v/a 

Les  valeurs  de  co  correspondant  au  maximum  et  au 
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imiiimun»  sont 


,       a 


Cp    = 7» 

2  4 


auxquelles   covrespoudeat,   les   valeurs   x'  et  x"   de  x, 
savoir  : 

ia' x'  -r-  b'  = 


a         TZ 
6'  lang  (  -  -4-  -  )  ) 


2a'a.-"+  b'  =  i/ —  o'  taner  ( i  ? 

\2  -^  / 

<roù  l'on  tire  aisément,  par  addition, 

a  {x'  -\-  x"  )  -\-  b'  =  \/ —  ô'  ta  a  g;  a. 

Donc  a  est  la  valeur  de  -j  qui  correspond  à  l'abscisse 
qui  est  à  éj;ale  distance  des  abscisses  du  maximum  et 
du  minimum.  Or  l'équation  aux  abscisses  du  maximum 
et  du  minimum  est,  comme  on  sait, 


d'où 

On  aura  donc 


7.B 


X   +  X    =: 


tan  g  a 


■ia'B  +  b'C 


et,  moyennant  cette  ^aleur  de  a,  on  pourra  écrire 

a;  = ;  -h  V        '"'   tan  g  y, 

TA-, 
y=  ^^^Sin(-2'p-a); 

enfin,  la  condition  pour  que  trois  points  de  la  courbe 
soient  en  ligne  droite  est 

cpi  +  cp2-+-  cp:j  =  X  -f-  kTZ. 

Pour  que  ces  transformations  soient  réelles,   il  faut 
que  l'on  ait  ô'<^  o. 
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Supposons  maintenant  qu'on  ail  o'>>o.  Je  cher- 
cherai, dans  ce  cas,  à  identifier  l'équation  aiixal)scisses 
de  trois  points  en  ligne  droite  avec  l'équation 

en  posant  r  =  tlnj;. 

J'aurai  à  identifier  l'équation  en  5, ,  53,  S;,  avec  l'équa- 
tion 

11  =  OU  Sx — Il  s -2 -\- Si — n  =  o, 

I  -I-  5-2 

ce  qui  donnera,  j)ar  un  calcul  semblable  au  précédent, 

b'  a' -h  c'  a -h  c 


h  = 


b' 


Si    l'on    posait    6'==  ±  («'+ c' j,    on    aurait   // =  q=  i 
et  ri=  (a  -h  c)  =  />;  reportant  h  el  h'  dans  A,  on  aurait 
A=:  o,  la  courl>e  se  décomposerait.  Ecartons  ce  cas. 
On  posera  donc 

b'  =  o,  a'  -h  c  =  o, 


a  M-  c 


On  ramènera  le  dénoiiiinateu]-   de   la   fraction  y  à  la 
forme  cherchée,  en  posant 

■la  X  -in  b'  =  \/o'  lli  '1, 

et  il  viendra  pour  y  une  expression  de  la  fonne 

j^  —  j^D  -f-  /??  sli  2  'il  —  n  ch  ■!  4^. 

Si  l'on  a  m-  ]>7i-,  on  posera 


tl)a'=  —  » 
m 


et  il  viendra 


(i)  y=y^^^m''—  «^  sh ( 9. 'I  —  a'). 
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Si  l'on  a  ni^  <C  //-,  on  posera 

lhct"=  —, 
n 

et  il  viendra 

(  2 )  y  =  Ko  —  /" '  —  '«  -  ch  (  v>.  t];  —  a"  ) . 

La  forumle  précédeininent  obtenue 

>'  =  —  -f-  -jT-  sin  (  2  »  —  a  ) 
Cl  0  ■     ' 

se  transformera,  si  l'on  pose 


en  la  suivante 


T       »/— A 
j'  =  —  ±  î— ^7 —  sli  (  21  o  —  a  )  ; 


8 
c'est  la  formule  (i  j,  et  l'on  a 

•C  \/ô^ 
La  formule  (2)  sera  donc 


tlia 


8'  ^    8 
avec 


T       i/a 


tha   = 


•la'B  -+-b'C 


Un  cas  limite  serait  celui  où  l'on  aurait  m  =  n^  ou 
a'=a",  c'est-à-dire 

C2o'=(.ia'B-+-6'C)2. 
L'identité 

C^S'— (2«'B  +  6'C)'-  =  — /i«'2(B-2—  AC)=— 4«'2A 
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montre  qu'on  aurait  A  =  o;  lu  courbe  alors  se  décom- 
poserait. 

Bien  que  nous  ne  voulions  pas  insister  sur  les  nom- 
breuses conséquences  jçéométriques  de  la  condition 

tpi  -h  0.2  -H  03  =:  a  -t-  kiz, 

pour  trois  points  en  ligne  droite,  ou  de  la  condition 
analogue  en  '|,,  ij/o,  (|;3,  nous  ajouterons,  à  titre 
d'exemple,  une  simple  remarque,  relative  aux  points 
d'inflexion  :  suivant  que  8'  est  négatif  ou  positif,  j'ai 
exprimé  j^  en  fonction  des  arguments  cp  ou  «|i.  Gomme 
la  tangente  trigonométrique  a  pour  période  tc,  les  cp 
des  trois  points  d'inflexion,  dans  le  cas,  de  la  courbe 
en  (p,  sont 


3 


2  71 


Ils  sont  réels  et  les  points  d'inflexion  aussi;  dans  le 
cas  de  la  courbe  en  '|i,  comme  la  tangente  hyperbolique 
a  pour  période  tJ,  une  seule  de  ces  valeurs  serait  réelle  ; 
donc  la  condition  de  réalité  des  trois  points  d'inflexion 
est  o'<;  o.  D'autre  part,  la  relation 


•4-  es    =  a  -i-  TU 


montre  que,  lorsque  les  trois  points  sont  réels,  ils  sont 
en  ligne  droite.  Analytiquement,  d'ailleurs,  il  en  serait 
de  même  si  l'on  considérait  les  points  imaginaires  de 
la  courbe. 
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[0'2a] 

DKVELOI'PWiES  ET  DÉVELOPPÉES  AKÉOLAIRES  ; 

Par  m.  Gn.  MICHEL. 


1.  Soient  dans  un  plan  orienté  un  point  fixe  O  et 
une  courbe  G  décrite  par  un  point  variable  M.  A  étant 
un  point  choisi  sur  la  courbe  C,  on  sait  définir  en 
grandeur  et  en  signe  l'aire  S  comprise  entre  le  rayon 
initial  OA,  le  rayon  final  OM  et  Tare  AM  de  la 
courbe  G.  Sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  G  il  existe 
un  point  P  et  un  seul  tel  que  l'aii^e  triangulaire  com- 
prise entre  le  rayon  initial  OP,  le  rayon  final  OM  et  le 
segment  rectiligne  PM  soit  égaie,  en  grandeur  et  en 
signe,  à  S.  Quand  Al  varie  sur  la  courbe  G,  le  point  P 
décrit  dans  le  plan  une  courbe  F  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  développante  aréolaire  de  la  courbe  G, 
par  ra[)port  au  point  O. 

Gette  développante  aréolaire  dépend  du  choix  du 
point  A.  Si  l'on  remplace  A  par  un  autre  point  fixe  A' 
de  la  courbe  G,  le  point  variable  P  est  remplacé  par  un 
point  P'  tel  (jue  l'aire  comprise  entre  le  rayon  ini- 
tial OP',  le  rayon  final  OP  et  le  segment  rectiligne  P'P 
soit  constante  et  égale  à  l'aire  comprise  entre  le  rayon 
initial  OA',  le  rayon  final  OA  et  l'arc  A'A  de  la 
courbe  G.  La  courbe  G  a  ainsi  une  infinité  de  dévelop- 
pantes aréolaires  par  rapport  au  point  O,  dépendant 
d'un  paramètre  arbitraire. 

2.  Rapportons  le  plan  à  deux  axes  Ox  et  O  >'. 
Soient  o;  et  y  les   coordonnées  du   point  M,  X  et   Y 
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celles  du  point  P.  On  a  les  relations 

(«) 

.M 


{\  —y)dx  =  (X~x)dy, 
o      o       I 


(2)  /      xdy  —  ydx 


X     Y      I 

X     y     I 


=  y\-  X\, 


qui  permettent  de  calculer  les  coordonnées  de  P  quand 
on  connaît  celles  de  M. 

Ditrérentions  la  seconde  de  ces  relations.  Il  vient 

X  dy  —  y  dr  =  X  dy  —  Y  dx  -\-  1  •  dX  —  x  d\ , 
c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  la  première, 
y  d\  —  X  r/Y  =  o. 

On  a  ainsi  le  théorème  suivant  : 

La  tangente  en  P  à  la  courbe  V  est  parallèle  à  la 
droite  OM. 

La  courbe  F  passe  évidemment  par  le  })oint  A. 
Montrons  que  ce  point  est  de  rebroussement  sur  la 
courbe  T.  En  eilet,  ditférentions  la  relation  (1).  Il  vient 

(  Y  —y  )  d-i  T  —  (X  —  x)  d\y  -f-  d.Y  dx  —  d\  dy  =  o. 

Quand  M  et  P  sont  en  A,  X  =  j?,  \  =  )',  et  la  relation 
précédente  devient 

dY  dx  —  dX  dy  =  o. 

Mais  on  a,  d'autre  ])art, 

X  d\  —  y  dX  =  o. 

On  a  ainsi  deux  équations  linéaires  et  homogènes 
en  dK.  et  dY  ;  le  déterminant  des  coefficients  de  dY  et 
de  rfX  est  égal  à  xdy — ydx  et  il  n'est  nul  que  dans 
le  cas  exceptionnel,  que  nous  écarterons,  où  la  tangente 


(  i''  ) 

ea  A  ù  lu  courbe  C  passe  par  le  point  O.  Il  eu  résulte 
que  dX.  et  dY  sont  slniultanéuient  nuls  au  point  A  ; 
le  point  A  est  donc  Itien  de  rehroussenient  sur  la 
courbe  G. 

On  a  en  général 

jK  d\  —  X  d\  =  o; 

d'où  l'on  tire,  en  dilléneul  lanl, 

dy  dX  —  dx  d\  -H.r  d'^X  —  x  d^\  =  o. 

Quand  M  et  P  sont  en  A,  <^/X.  et  d\  étant  nuls,  cette 
relation  devient 

y  d.-\  —  X  d-  Y  =  o. 

Elle  exprime  que  la  Unigente de  rebvousseinent  en  A 
est  la  droite  OA. 

3.  Soient  le  point  O  et  une  courbe  C  décrite  i)ar  le 
variable  M.  Au  point  M  faisons  correspondre  un  poini  P 
situé  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  G.  Nous  allons 
montrer  que,  si  la  tangente  en  P  à  la  courbe  F  décrite 
par  ce  point  est  constamment  parallèle  à  la 
droite  OM,  la  courbe  V  est  une  développante  aréo- 
laire  de  la  courbe  Q  par  rapport  à  (). 

En  efTet,    en    reprenant  les    notations    précédentes, 

on  a 

(Y  —y)dx  =  {\  —  x)  dy, 

c'est-à-dire 

X  dy  — y  dx  =  X  dy  —  Y  dx, 

puis 

o  ^=  y  dX  —  X  dX. 

En  ajoutant  membre  à  membre,  on  oblienl 

X  dy  —  y  dx  —\dy  —  V  dx  -h  y  dX  —  x  dY, 


o      o 
X     Y 
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d'où,  en  intégrant, 

/  X-  dy  —  y  dx  =:z  y\  —  .r  Y  = 
ce  qui  démontre  le  théorème. 


4.  Soient  le  point  O  et  une  courbe  F  décrite  par  un 
point  variable  P.  Proposons-nous  de  déterminer  une 
courbe  C  décrite  par  un  point  variable  M,  telle  que  la 
courbe  r  en  soit  une  développante  aréolaire  par  rapport 
au  point  O.  Nous  dirons  qu'une  telle  courbe  G  est  une 
développée  aréolaire  de  la  courbe  F  par  rapport  au 
point  O.  Nous  allons  montrer  fju'une  courbe  F  admet 
une  infinité  de  développées  aréolaires  par  rapport  au 
point  O,  dépendant  d'un  paranu'ire  arbitraire. 

Pour  déterminer  une  courbe  C,  calculons  l'abscisse  x 

du  j)oinl  M  en  fonction  des  coordonnées  du  point  P. 

Pour  cela,  éliminons  j/"  entre  les  relations  (i)  et  (2). 

De  la  relation  (2)  on  déduit,  comme  nous  l'avons  vu, 

la  relation 

d\ 

En  la  dillérentiant  par  rrq)porl  à  X,  on  obtient 


dy 
d\ 


dx   d\ 

TnîdK 


d-^  Y 
dX^ 


Portons  les  valeurs  obtenues  de  )'  et  de  dy  dans  la 
relation  (i).  Il  vient  ainsi 

dx  /^  dY\        .^  Idx  d\  d^\\ 

dxV-~'^'dK)=^^-''^[dXdx-''dx^)' 

c'est-à-dire 

^^(y-\^\-x(\       x)^. 


dx 
dK 
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On  oblienl  ainsi  une  tkjuutiun  di lièrent ielle  de 
BernouUi.  qui  définil  x  comme  fonction  de  la  variable 
indépendante  X.  Cette  équation  est  linéaire  en  —,  et 
son  intégrale  générale  est  dt-finic  par  une  relation  de 
la  forme 

.     1=.(X)  +  /^(X), 

.s(X)  et  ']>(X)  étant  deux  fonctions  déterminées,  À  étant 
un  paramètre  arbitraire.  A  chaque  valeur  de  À  il  cor- 
respond une  dévelopj)ée  aréolaire  C  de  la  courbe  Y  ])ar 
rapport  à  O. 

Les  points  M  des  courbes  G  qui  correspondent  au 
même  point  P  de  la  courbe  F  sont  sur  la  parallèle 
menée  par  O  à  la  tangente  en  P  à  la  courbe  T .  Consi- 
dérons trois  développées  aréolaires  C|,  Co,  C^  corres- 
pondant aux  trois  valeurs  /,,  /g,  X;i  du  paramètre  A. 
Soient  sur  ces  trois  courbes  les  points  Mj,  M^,  M3,  en 
ligne  droite  avec  le  point  O,  qui  correspondent  au 
même  point  P  de  la  courbe  F.  Considérons  le  rapport 
anharmonique  (OM,  M2M3)  des  quatie  points  O,  M,, 
Mo,  M3.  Si  Xy.  Xo,  x-i  sont  les  abscisses  des  points  M(, 
Mo,  M3.  on  a 

(O  Ml  M2M3)  =  (oxiX^X:i)  =  (ccÀiÀjX,)  =  cou  st. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  point  P  de  la  courbe  F, 
le  rapport  anharmonique  formé  par  le  point  O  et 
les  points  de  trois  développées  aréolaires  de  la 
courbe  F  qui  correspondent  au  point  P  est  constant. 

D'après  ce  théorème,  si  Ion  connaît  deux  développées 
aréolaires  de  la  courbe  F,  toutes  les  autres  peuvent  être 
déterminées  sans  quadratures,  par  une  construction 
géométrique  simple. 

o.  Deux  développantes  aréolaires  F  et  F'  d'une  même 
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courbe  G  par  rapporl  au  point  O  sont  telles  que  les 
tangentes  en  deux  points  correspondants  Pet  P'  soient 
parallèles  et  que  Taire  algébrique  du  triangle  OP'P 
soit  constante. 

Soient  le  point  O  et  mit  courbe  F  dt'crile  par  le 
point  variable  P.  Proposons-nous  de  déterminer  une 
courbe  T'  décrite  par  le  point  variable  P'  de  façon  que 
la  tangente  en  P'  à  V  soit  parallèle  à  la  tangente  eu  P 
à  r  et  que  l'aire  algébrique  du  triangle  OP'P  soit 
constante. 

Si  X  et  \  sont  les  coordonnées  de  P,  X'  et  \'  les 
coordonnées  de  P'.  l'origine  des  coordonnées  étant  le 
point  O,  on  doit  avoir 

d\'  _  r/\ 

d\'  "  d\' 

\'  V  —  Y'X  =  k  =  const. 

Eliminons  Y'  entre  ces  deux  relations.  Dérivons  la 
seconde  par  rapport  à  X.  Il  vient 

.,d\'       .,rfY  r/V 

^7K-^^d\-^-d\-^=^''- 

Portons  dans  cette  nouvelle  relation  les  valeurs  de  \' 
et  de  dY'  tirées  des  deux  premières.  On  obtient  ainsi 

,,  r/Y\./\'        /dY        V\^.,       /• 

On  a  une  équation  dillérentielle  linéaire,  définissant 
X' en  fonction  de  la  variable  indépendante  \.  Cette 
équation  a  une  intégrale  générale  de  la  torme 

X'  =  /(X)-f-  ix.^(\), 

/"(.X)  et  ^(X)  étant  des  fonctions  déterminées,  [j.  étant 
un  paramètre  arbitraire.  A  cbaque  valeur  de  |j.  il  cor- 
respond une  courbe  V . 
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Nous  allons  élahlir  le  théorème  siiivaiil  : 

La  droite  PP'  qui  joint  Les  points  correspondants 
des  courbes  V  et  Y'  touche  son  enveloppe  en  un  point 
situé  sur  la  parallèle  menée  par  ()  aux  tangentes 
en  P  et  P'  aux  courbes  V  et  Y' . 

Si  ^  et  ïi  désignent  les  coordonnées  d'un  point  cou- 
rant sur  la  droite  PP',  l'tMjuation  de  cette  droite  est 

r,(K'-\)-^(Y'-Y)  =  X'Y-Y'X, 

c'est-à-dire 

T.(\'-X)-^(V'- Y)  =  A-. 

Le  point  de  contact  de  cette  droite  avec  son  en\eloppc 
est  situé  sur  la  droite  qui  a  pour  équation 

■r,{d\'—d\)  —  '^{d\'—dY)  =  o, 
c'est-à-dire 


Mais  on  a 


Y)  _  d\'—d\ 
l  ""  d\'  —  d\  ' 

d\'  _  d\  _  d\'  —  dY 
dX'  "dK  "  d\'  —  d\ 


La  droite  considérée  est  donc  la  parallèle  menée  par  O 
à  la  direction  commune  des  tangentes  en  P  et  P'  anx 
courbes  F  et  F',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  en  résulte  que  l'enveloppe  de  la  droite  PP'  est 
unedéveltjppée  aréolaire  Gcommune  auxdeux  courbes  F 
et  F'.  On  voit  ainsi  que  les  diverses  courbes  F'  définies 
à  partir  de  la  courbe  F  correspondent  aux  diverses 
développées  aréolaires  G  de  la  courbe  F. 


[Alb] 
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IDE\THES  A  DEMOMREH; 

Par  m.  g.  FONTElNÉ. 


I.  —  Cas  général. 

1.   Identité  combinatoiue.  —  On  a  i  identité 

(\^  G"    G^C"^       —G'    G*     gP  -^ 

-X- ( d'iCV'     g*      Gr*  _!_       =  o 


avec 


(^-) 


les  valeurs  de  h  étant  limitées  par  les  conditions 

h^p  —  %.q  —  ^,  .. ., 
h  S  rn  ; 

nous  reviendrons  sur  le  cas  où  l'on  doit  aller  jus- 
qu'à Il  =^  m;  ce  cas  écarté,  si  a  es,t  le  plus  grand  des 
nombres  a,  [B,  . . .,  on  aura  /i£j9  —  a. 

^.  Tkansformatioiv  de  cette  identité.  —  Si  l'on 
remplace  C*,  C,=J_i,  ...  par  G;;-«,  Gpf-',  ...,  et  si  l'on 
opère  de  même  pour  G^,  . . .,  en  posant 

p  —  u  =  a,         g  —  p  =  è,  . . ., 

on  obtient 

(3  )  G?„.G«C^  . . .-  g;,,  .G«zi  G*zî  ...  +  ... 

^{-ly^ Ci .  Gf,z^, G^zJl ...  +  ... s  o, 


(  4:>7  ) 


avec 

(4) 


a  -f-  3  -1- .  .  .  _  //î  —  I 


les  valeurs  de  h  étant  limitées  par  les  conditions 

h  -  a^  l>.  .  .  . , 
Il  1  m  ; 

nous   reviendrons    sur  le    cas    où   l'on  doit   aller  jus- 
qu'à h  =  ni]  ce  cas  écarté,  on  aura  par  exemple  h 'S a. 

3.   Ideivtité  al(;ébrique. —  Reprenons  l'identité  (i). 
En  examinant  le  cas  où  Ton  a 


de  sorte  que  les  inégalités  en  h  se  réduisent  à  h^m, 
on  est  mis  sur  la  voie  d'une  identité  algébrique,  pour 
laquelle  nous  remplaçons  p  par  x,  q  par  r,  ...,  les 
quantités  a?,  >',  .  .  .  étant  des  variables  qui  peuvent 
prendre  des  valeurs  quelconques. 

Si   l'on  pose^   x  étant  quelconque  et  a  étant   un 
entier  positif  ou  nul^ 


I': 


T     r  —   I  j.  .  . 


le  nombre  des  facteurs  étant  a,  on  a  l'identité 

\  -'/  '-•//(  •   '     X  V    ■    •    ■  '-'/H  ■     '    .1  —  1      *    )--l       .-•  —  ... 

^_  ( —  ,  )>n  r/"     |>*  p  ?  :=  f. 

^^  V        ' ,'        'm  •  '  .i:-in  '    y-in    •  •  ■  —  '-'j 

avec 

^6)  a-h  3  +.  ..S/rt  — i; 

on  a  par  convention 

P«=i. 
Ann.  de  Malliemat.,  4«  iérie,  t.  XVII.  (Dec.  1917.)  35 
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■i.       SOLUXIOIVS     REMARQUABLES    d'uNE     CERTAINE     ÉQUA- 

Tiojs.  —  Reprenons  l'identité  (3),  avec  m^a^  6,  ..., 
d'où   h^ni.  Le  dernier  ternie  du  premier  membre  est 

\        '  )      ^  'III  ■  '-'ii-in  ^(jin  •  •  •  ■> 

on  peut  alors  supprimer  au  premier  membre  le  facteur 

que  l'on  vient  d'écrire,  ce  qui  écarte  les  valeurs  p  =  m, 

m  H-  I,  . . .,  a  —  I,  ^  =  m,  m  -+-  i,  . . .,  b  —  i ,  .. . .,  et  il 

reste 

Pàa,  '/^b,  ... 

y.  -4-  3  -+-...  1  /n  —  I . 

On  est  mis  ainsi  sur  la  voie  du  résultat  suivant,  pour 
lequel  je  remplace  p  par  x^  . . .,  a  par  a.  .... 

V  équation 

\Mll       |>"  [>//'        I        I','.'-' 

OU  encore  Véquation 

{ 8 )    c?„  P-  p;" ...  -  C]n  (  P/,  f'.r--/  ;  <  P.''  P.r-V  )  •  ■  • 

_u  (_  I  i"'C;;;p;;'P;," . .  .  =  o, 
admet  les  solutions 
(g)  j;- —  z<  ==  a,         j  —  i- =  3,  ..., 

a,  ^,  ...  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  qui  véri- 
fient ta  condition 

y\o)  7.  -^  3  -+-.  .  .1  /n  —  I  ; 

les   couples  d'inconnues   {x,  u),    {y,  v)^   ...   étant  en 
nombre  n,  ces  solutions  sont  en  nombre 

/?i  (  ;/i  -i-  n  ...('"-+-«  —  •  ) 
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5.  Autre  ioume  uk  l'iîqi  vtio.n.  —  Pour  obtenir  une 
équation  symétrique  par  rapport  aux  deux  systèmes 
d'inconnues  oc,  y.,  ...  et  ii,  r,  . . .,  considérons  le  terme 
général 

et  taisons  un  changement  de  variables  portant  sur 
M,  (',  ...  ou  sur  JO,  y,  ...;  nous  adoptei'ons  de  préfé- 
rence cette  seconde  façon  de  faire.  A  cause  de 

'  .c  —  \       U    '  _..i-_a-t-ii) 

on  a 

en  posant 

.r  —  /n  —  I  =  —  X , 

h  -^  A-  =  /»  ; 
le  terme  général  ci-dessus  devient 

(_  ()'"(;;;, (p/;p^)...; 

l'éguation  (8)  se  transforme  en  celle-ci  {a.\'ec  ic,^',  ... 
au  lieu  de  X,  Y,  ..  ) 

(II)       c«,  p-  p;'. . .+  C!,(  P^  PT')-  ••  +  ••• 

+  cf;,  (  Pf;  Pl: ) . . .  ^ . . .  -f-  c;/,  p;;'  p;,"  . . .  =  o, 

e^  cette  équation  admet  les  solutions 

(fi)     x  -i-  u  =  (  m  —  I  )  —  y.,        y  -h  i'  =  {  m  —  \)  —  ^,         .  . . , 

a,  ^,  . . .  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls  qui  véri- 
fient les  conditions 

(i3)  X  .+-  3  -!-... ^  m  —  I. 

II.  —  Cas  particulier. 

6.  Identité  couBt-VATOiRE.  —  Si,  pour  l'identité  (»), 
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on  considère  un  seul  nombre  /^,  on  a 

avec 

fa]  p^  m ,         a^  /n  —  r , 

les  valeurs  de  h  étant  limitées  par  les  conditions 
h^p  —  a,  h^  m.  JN  ous  supposerons  ici  p  —  o-S  m, 
d'où  h'^p  —  a;  le  dernier  terine  est  alors 

(— ^y» -et  O'-y- {•/■■■ 

'  m  ::• 

7.   Transformation    de   cette   identité.  —  En  po- 
sant p  —  a  =  a,  on  a 

avec 

[  4  ]  /)!  £  />  ^  m  -^  a  —  I , 

les  valeurs  de  h  étant  limitées  par  les  conditions 
h^a,  h^m.  Nous  supposerons  ici  a^m,  d'où  h^a; 
le  dernier  terme  est  alors  (— i)''C",  C"_^.  On  peut 
dire,  aiec  a  entier  : 

L'équation 

t{t  —  I  )  •  •  •  '  -^  —  a  -^  \  ) 


—  c 


ai  a  —  I  ) .  .  .  I 
(  j-  —  \  )  .  .  .  (  :r  —  a  —  \ 
(a  —  1  j ...  I 


(-  0'"-'  ^7n'  ~ ?— ^    -^  (-  '  )"  C'/n  =  O, 


qui   est  du   degré  a,  admet   com?ne  racines  les   a 
nombres  entiers 

[4']  Jd  =  m,  m  -4-  I,  .  ,  .,  ?n  ^  (a  —  i). 
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8.  Identité  algébuiqur.  —  L'identité  [i],  quand  on 
suppose  m'^p  —  a,  d'où  li<in^  conduit  à  l'identité 
algébrique  suivante  : 

avec 

[  6  J  1x1  m  —  I . 

9.  RÉSOLVTIOïI      n'u]\E     ÉQUATION      REMARQUABLE.      

L'identité  [3],  avec  in"^a,  d'où   h^m,  conduit   à    ce 
résultat  : 

L' équation 

1  >  m  p  /;/  -  I 

of<  encore  V équation 

^^  G^,  (  i>^  p^/  )+...  +  (_, ,.«  c;;;  p-  =  o, 

qui  est  du  de^^ré  m  en  x,  du  degré  m  en  u.  est 
résolue  par  les  formules 

f  9  J  X  —  «  =  o,  I ,  . . . ,  -x,  . . . ,  //?  —  I  ; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  identique 
au  produit 

[  I  o  ]  {  X  —  u){x  —  u  —  \)  .  .  .\x  —  u  -  i  m  —  I  )  ]  ; 

cette  identité  a  été  rencontrée  par  M.  Ono  dans  la 
démonstration  d'une  identité  que  j'avais  obtenue  indi- 
rectement [Nouvelles  Annales,  191  ^^  P-  ^78). 

10.   Autre    forme    de    l'équation.  —  Si   Ion   rem- 
place X  —  m  -\-  i  par  —  X,  on  a  ceci  : 
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V  équation 

[•  i]         G?„ P^'  +  G'/'  (  p;,  p.-  1;  -^ . . .  +  c;;;  p;;'  =  o, 

qui  est  du   degré  m   en    x^  du  degré   m   en  a,  est 
résolue  par  les  formules 

fia]  X  -^  u  =  {ni  —  i),  ///  —  o,   .  .  . ,  o; 

le  premier  membre  de  cette  équation   est  identique 
au  produit 

[i3]  (X  +  u)  (.r  -f-  /(  —  1)  .  . .  [,r  -I-  ?/  —  ( m  —  i)]. 

Si  l'oa   fait  par  exemple   /»  =  4^   les  équations  [8] 
et  [i  i]  donnent  lieu  aux  identités 

{x(x  —  i)(x  —  -tl)  ( X  —  3) 

—  4  "  f ■■^  —  l)  Ur  —  -i)  (.r  —  3)  -h  G  II  (  Il  —  I )  (  .r  —  2)  (x  —  3) 

—  4  u(u  —  i)  (Il  —  ■>■)  (x  —  3 j  -i-     u{u  —  I  )  (  //  —  ■!}  ( tt  —  3) 
ss  (x  —  ")(•''"  —  Il  —  i)  {x  —  Il  —  '2 )    .r  —  Il  ■  -  j  } 

et 

x(  X  —  i)  (x  —  ■>.  )(x  —  J  ; 

-+-  ^  Il  X I  T  —  \)  (  X  —  1)  -^  Gii  (  a  —  \)  x(x  —  I  ) 
-^  4  " ( "  —  I  I  (  ;/  —  'i)  X  -h  II  { 1/  —  1  )  (  "  —  'i  )  { Il  —  3  ) 
^  (x  -T-  u)  (  X  -^  n  —  \ }  (x  -r-  Il  —  j>.  )  (  X  -h  II  —  3  ), 

celle-ci    étant   symétrique   par  rapport  aux    deux    va- 
riables x  et  u]  on  passe  de  la  première  identité  à  la 

seconde  en  posant 

.r  +  X  =  3, 
d'où 

.r  —  3  =  — X, 

X  —  -l=—(\  —  l)^  ^_  J   :=_(X   —  '2),  .27=—  (X  —  3). 
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[I19a] 

REMARQIKS  SIR  l\  ARTICLi:  DE  M.  HIAIHIH  WEILL; 

Par    m.   E.    GAHEN. 


J)ans  cet  article,  Sur  quelques  équations  quadra- 
tiques (  igiô,  p.  35i),  les  formules  obtenues  ne  don- 
nent pas  toutes  les  solutions.  Prenons,  par  exemple, 
l'équation 

r-  —  y-  =   J3-. 

.M.  W  eill  trouve 

X  =  u-  —  \'-  -T-  4  "<■, 
y  =:  \ uv  —  ■>.(;/-  —  (•■- ), 

Z   =    l(-  —  t'-.. 

Or  il  y  a  d'autres  solutions,  ^^oici  comment  on  peut 
les  obtenir  toutes. 

Ecrivons  l'équation  sous  la  forme 


m-i."^ 

En  posant 

^-. 

(0 

-• 

X 

on  trouve 

r          >  -  ^ 

i  /  —  I          y 

l, 


■>.  I.  -  —  2  /.    —  ■) 


(i)  montre  que  si  x,  )',  -3  sont  entiers,  ).  est  rationnel. 
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On  peut  doue  poser 


u  et  V  étant  des  entiers   premiers  entre  eux,  et  l'on  a 
alors 

■r _   ,2_ _  - 

u-  -^-  4  in>  —  v-        —  -1  a-  -+-  :>.  itv  -f-  i  v-         ii-  -t-  r^  ' 

d'où 

u  '-h  4  »'■  —  V- 
r=.r , 

—  •>.  Il-  —  ■>  iiv  ~h  >  (•■- 


I» 

11'^  -h  ('- 


D 
OÙ  D  désigne  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

H-^.\UI> f-,       -2  11--^  '2U\^  -T-  2V^,        U-  -+-  V- 

et  iv  un  entier  quelconque  qui  sera  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  x,  y,  z.  Si  Ton  se  borne  aux  solutions 
primitives^  c'est-à-diji-e  dans  lesquelles  x,  y,  :?  sont 
premiers  dans  leur  ensemble,  il  faut  faire  (v  =  ±  i . 

Reste  à  voir  ce  qu'on  peut  dire  de  D.  M.  Weill  sup- 
pose en  somme  que  D  est  toujours  égal  à  i.  Mais  cela 
n'est  pas  et  c'est  pour  cela  qu'il  ne  trouve  pas  toutes 
les  solutions. 

D  doit  diviser  les  deux  expressions 

u-  -+-    î  «('  —  ('-      •).  ( —   i  u-  ■+-   i  Ul>   -i-  -1  p2  j  _|_  5  (^  ,^2  _1_  (;•>  )^ 

—  ( a-  -r-  4  in>  —  v-)  ^  ■?.{—  ■>.  a-  -f-  -2  m-  —  i  t-- )  -K  "> (  u-  -+-  i>-  ). 

Or  ces  deux  expressions  se  réduisent  à  lou'^  et  lor^. 
Mais  u  et  ç  sont  premiers  entre  eux.  Donc  D  doit 
diviser  lo,  donc  D=:  i,  2,  5  ou  lo. 

Reste  à  savoir  dans  quel  cas  D  =:  i  o,  dans  quel 
cas  D  =3  2,  etc. 
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Une  discussion  facile  montrera  que 

D=    I   si  «  et  t»  sont  de  parités  différentes  et  «p^  —  o, <)  ('mod  5), 
D  =    ■),  i'iuclv  sont  impairs  et  u^  —  2f(mod5), 

D  =     ")  si  II  et  f  sont  de  parités  différentes  et  ti^s  —  •>  c  (mod  5), 
D=i()  si // el  i'  sont  impairs  et  u^  —  irCmodi). 

En  (aisant  u  ^= —  2,^'=l,  w  ^  —  i,   par  exemple, 
c'est  le  troisième  cas,  et  l'on  trouve 

*-  =  i,        r='.        -=  — I, 

solution    qui    n'est   pas    donnée    par   les    formules  de 
M  .  WeiU. 

La  méthode  peut  se  généraliser  et  s'applique  à  toute 
équation  homogène  algébrique  unicursale 


/(^•^.o]=« 


lorsque  —  et  —  s'exprintent  par  des  fonctions  ration- 
nelles à  coefficients  rationuels  d'un  paramètre,  lequel 
s'exprime  lui-même  par  une  fonction  rationnelle  à 
coefficients  rationnels  de  a?,  jk,  z.  On  peut  même  sup- 
poser qu'il  y  a  plus  de  trois  variables  ou  plus  d'une 
équation. 

M.  WeiU  dit  qu'il  n'existe  aucune  méthode  pour 
trouver  une  solution  de  l'équation  ax- -{-  by^=  z^.  Or 
cette  question  se  trouve  déjà  résolue  dans  Lagrange 
(Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,  176-).  J^oir 
aussi,  pour  l'équation  plus  générale  aa:--f-  by^-irCZ^=o, 
Gauss  {Disquisitiones,  n°  294),  où  se  trouve  traité  un 
exemple  numérique. 
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A\CIEK^'ES  OUESTIORfS  MK  RÉSOLUES 


1915  (190i,  335).  —  Etudier  les  polynômes  à  deux  va- 
riables 

d'"^"  \.r"'  *-"  (  I  —  .->■-  —  r-  )"'  *  "  ] 

0.f"'0}  „ 

On   ijourra  en   particulier  étudier  la  position   de  la  courbe 

par  rapport  au  cercle 

.X-  -+-  y  '■  —   I  =  (). 

Par  exemple  le  polynôme  1*2, o  est 

0\.r(  \  —  X-  —  K-  )]  T     ..  , 

— . — ■ ■   =  1  —  j.T'*  —  y- 

i)X 

et  la  courbe   Po^o  ==  o  ^st  tout  entière  dans  le  cercle.  Ce  fait 
est  général,  Appell. 

1937  (1902,  i79).  —  Étant  donné  un  |)arallélogramme  arti- 
culé ABCD,  on  fixe  sur  les  côtés  AB,  BC,  CD,  en  des  points  /??, 
/i, /?,  des  tiges  M/n,  N/i,  P/?,  perpendiculaires  respectivement 
à  ces  côtés,  et  déterminées  par  les  relations 

pV  _   C  /(    .    IM  ni   _    15;/ 
C/>         ÎN  /*   "    H  m        î\  // 

On  a  d'ailleurs 

?ynx  =r  C/J. 

Démontrer  que  le  triangle  MIVP  reste  semblable  à  lui-même 
dans  toutes  les  déformations  du  parallélogramme,  qui  peut 
ainsi  servir  de  pantographe.  J.  Réveille. 

1944  (1902,  480).  —  La  recherche  d'une  courbe  telle  que  le 
lieu    du   centre   d'une  conque    qui   a   avec  cette   courbe    un 


(  4^7  ) 

contact   du    quatrième    ordre    soit    une    parabole   donnée    se 
ramène  à  la  résolution  de  l'équation  de  liiecali 

dv 


dx 


=  .r  -t-  y-- 


X.  Stolff. 


1956  (1903,  47).  —  On  donne  dans  l'espace  quatre  droites 
concourantes  Aj,  A»,  A3,  A^,  et  quatre  génératrices  Dj,  Dg.  D3, 
D4  d'un  même  système  d'une  quadrique  Q.  Trouver  le  lieu 
d'un  point  M  tel  que  les  quatre  plans  MDj,  MD^,  MD3,  MD4 
rencontrent  Ai,  A2,  A3,  Ai  respectivement  en  quatre  points 
situés  dans  un  même  plan  P,  et  l'enveloppe  de  ce  plan. 

R.    GiLRKHT. 

1957  (  I9O3.  47)-  —  Une  parabole  est  bilaiigento  à  une 
conique  donnée  S  en  un  point  fixe  et  en  un  autre  point.  Le 
lieu  du  foyer  est  une  podaire  de  parabole. 

Cas  particuliers  :  La  conique  donnée  S  est  une  hyperbole 
équilatère;  2"  la  éonique  S  se  décompose  en  un  couple  de 
points.  R.   GiLUKiiT. 

1988  (1904,  48).  —  On  <lonne  une  quadrique  et  ti-ois 
droites  a,  ^,  •(.  Si  D  est  un  point  de  la  quadrique,  le  trièdre 
de  sommet  D  dont  les  plans  des  faces  passent  par  7..  [i,  y  ap- 
partient à  un  tétraèdre  DABC  inscrit  à  la  quadrique.  De 
quelle  classe  est  l'enveloppe  du  plan  ABC? 

Application  au  problème  : 

Inscrira  à  une  quadrique  un  tétraèdre  dont  les  plans  des 
faces  passent  par  quatre  droites  données. 

G.  I-'ontknh:. 

2003  11904,  yi%).  —  On  sait  que  les  permutations  difl'érentes 
de  m  lettres  dans  lesquelles  il  y  en  a  p  égales  k  a,  g  à  b^ 
r  k  c.  .  . .  ,  t  k  l,  sont  au  nombre  de 


p.  cji  i\  . .  .  r. 

S'il  s'agit   de  combinaisons  n  à  n  de  ni   lettres  distinctes, 
leur  nombre  est  donné  par  la  formule 

in{  ni  —  i  )  .  .  .  (  m  +  n  -^  \) 
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Que  devient  ce  nombre  lorsqu'on  a  aussi  p   lettres  égales 
à  «,  7  à  è,  . . .  ,  t  k  11  AuDiBKRT. 


2010  (1905,  96).  —  Si  les  trièdres  abc,  «lèiCi,  a^b^c^  ont 
un  centre  O  d'homologie,  les  neuf  points  de  rencontre  des 
droites  du  Tableau 

'        /;        c 


(Ceutip  O) 


b. 


ayeclears  associées  /nineiifes  sont  en  ligne  droite.  [L'associée 
de  a  est  la  droite  (bic-i,  biCi)].  P.  Sondât. 

V  2038  (1906,  1.43).  —  On  mène  les  hauteurs  AD,  BE,  CF  du 
triangle  ABC.  Soit  Di  Ei  F,  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC 
et  DÉF.  Par  E,,  F,,  D,  on  mène  les  parallèles  à  AB,  BC,  CD 
qui  coupent  BC,  CA,  AB  aux  points  I,  H,  K  en  ligue  droite, 
et  les  parallèles  à  BC,  CA,  AB  qui  coupent  AB,  BC,  CA  aux 
points  K,.  1|,  H|,  aussi  -en  ligne  droite.  Soient  Q  et  Qj  les 
coniques  circonscrites  à  ABC  et  tangentes,  la  première  à  AI, 
BH,  CK,  et  la  seconde  à  Ali,  BH,,  CK,. 

I.  Si  par  un  point  O  de  Q  on  mène  les  perpendiculaires 
à  BC,  CA,  AB,  elles  coupent  CA,  AB,  BC  en  [ji,  v,  X  et  l'on  a 
la  dioitc  A(X;j.v).  Ces  mêmes  perpendiculaires  menées  par  un 
point  Oi  de  Qi  coupent  AB,  BC,  CA  aux  points  Vi,  Àj,  ;jl,  et 
l'on  à  la  droite  A(Xi;jiiVi). 

II.  Les  coniques  Q,  Qi  et  le  cercle  ABC  ont  un  quatrième 
point  commun  to  auquel  correspondent  deux  droites  A,  A]  et 
la  droite  Aj  de  Simsoii. 

III.  Si  ABC  est  un  triangle  équilatéral,  les  coniques  Q,  Qj 
se  superposent  au  cercle  ABC,  et  à  tout  point  O  de  ce  cercle 
correspondent  trois  droites  A,  A|,  Aj.       '  P.  Sondât. 

2039  (1906,  144  ).  —  Démontrer  la  relation 


n? 


/,,  V      ./  (-^)  Y      ./  (ji 


o» 


7' H)  ■  ^Pvfiv 

la  première  somme  s'étendant  à  toutes  les  racines,  supposées 
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distinctes,  de  l'équation  algél)ri(|iu' 

la  deuxième  somme  sétendant  à  toutes  les  racines,  supposées 
distinctes,  de  l'équation 

J"{^)  =  o- 

et  la  troisième  somme  sétendant  à  toutes  les  racines,  supposées 
distinctes,  de  l'équation 

/"(a-)  =  o. 

Etendre  la  relation  ([),  en  faisant  intervenir  les  dérivées 
quatrième,  cinquième,  etc.,  du  polynôme /(.r). 

Nicolas  Kryloff. 

2043  (1903,  43-2).  —  Soient  (A.  A'),  (B,  B'),  (G,  G')  trois 
couples  de  semi-droites  d'un  même  pian,  les  semi-droites 
d'un  même  couple  étant  parallèles  et  de  même  sens.  Les  cycles 
inscrits  dans  les  quatre  triangles  (A,  B.  G),  (A,  B',  G'), 
(A',  B,  G'),  (A',  B'.  G  I  sont  tangents  à  un  même  cercle.  Il  en 
est  de  même  des  cycles  inscrits  dans  les  triangles  (A',  B,  G), 
(A,  B',  G).  (A,  B,  G'),  A',  B',  G'j. 

Le  théorème  est  encore  vrai  si  les  semi-droites  d'un  même 
couple  sont  parallèles  et  de  sens  contraire.  On  obtient  comme 
cas  particulier  de  cette  dernière  proposition  le  théorème  de 
Feiierbacli  et  le  théorème  suivant  : 

Soient  ABG  un  triangle.  A',  B',  G'  les  milieux  de  ses 
côtés.  Les  cercles  inscrits  dans  les  quatre  triangles  A'B'C', 
ABG',  A'BG',  A'B'G  sont  tangents  à  un  même  cercle. 

La  première  proposition  donne  des  théorèmes  où  intervien- 
nent des  cercles  exinscrits.  R.  Bricard. 

2037  (1906,  5751.  —  Si,  dans  le  triangle  arithmétique,  on 
multiplie  les  nombres  figurés  successifs  d'ordre  p  à  partir  du 
premier,  par  les  coefficients  successifs  du  développement 
de  (x  -r-  a)"  à  partir  de  G^^,  et  si  l'on  ajoute  les  n  —  ^  -hi  pro- 
duits alTectés  alternativement  du  signe  -+-  et  du  signe  — ,  la 
somme   obtenue    est    nulle    pour   q~p\   et   pour    q  =:  p  -\- 1^ 
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p -h  2,  ...,  n,  ce  qui  suppose  n  >/),  on  obtient  les  coeffi- 
cients du  développement  de  (ac-^  a)"-i'~^. 

G.  Fois T EN K. 

2064  (1907,  gS)  (  *  ).  —  Un  point  C  se  meut  sur  un  cercle  de 
rayon  ég;il  à  l'unité.  Un  autre  point,  situé  originairement  au 
centie  O  du  cercle,  se  meut  avec  la  même  vitesse  que  le 
point  G  sur  une  courbe  dont  la  tangente  passe  constamment 
par  ce  point. 

Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque M  de  cette  courbe  est  égal  au  segment  intercepté  par 
le  rayon  OG  sur  la  normale  en  M. 

206o  (1907,  95).  —  On  considère  le  rayon  de  courbure  p  de 
la  courbe  dont  il  s'agit  dans  la  question  précédente  comme 
fonction  de  la  distance  p  de  l'origine  à  la  tangente  à  cette 
courbe.  Formel"  l'équation  difTtJrentielle  qui  relie  p  à  p. 

D"^  W.  Kaptevn. 

2û{)6  (1908,  336)- —  On  considère  une  épi-(hypo)  cycloïde 
ayant  R  pour  rayon   du    cercle  fixe  O   {de  base)  et   R'   pour 

r> 

ravon   du  ceicle  mobile  G,   et  telle  que   R'=  — ,  ni  étant  un 
•^  '  m 

nombre  entier.  L'aire  de  la  podaire  de  la  courbe  par  rapport 
à  un  point  quelconque  de  la  circonféience  d'un  cercle  con- 
centrique au  cercle  O  et  de  rayon  p  est  constante  et  a  pour 
expression 

U^"*'^^/'^''[(R±.R')^^p^], 
I  •> 

le  signe  -f-  s'appliquant  à  une  épicycloïde  et  le  signe  —  à  une 
hypocycloïde.  E.-N.  Raiwsien. 

2114(1908,  )76).  —  Dans  un  tétraèdre  orthocentrique  SABG, 
on  désigne  par  a,  b,  c,  a',  //,  c'  les  cosinus  des  dièdres  sui- 
vants BC,  CA,  AB,  SA,  SB,  SG;  on  connaît  la  relation 


(')  Énoncé  reproduit  pour  rendre  compréhensible  la  ques- 
tion 2065,  non  résolue.  Pour  la  solution  de  la  question  2064, 
voir  1907,  p.  178  et  474. 


(  \v  ) 

ilémontrer  la  foimule 


^[■i^a'h'r'        a  {a' -^  b' c' )        b'(b'—cd)        c\c'-^ab') 

Si  l'on  donne  a,  6,  c,  on  a  une  équation  du  troisième  degré 
en  M,  ayant  ses  racines  réelles;  le  problème  est  possible  sous 
la  condition  a6c  >  o,  et  il  a  alors  trois  solutions  (on  peut 
avoir  6  =  0,  e  =  o;   il  y  a  alors  indétermination  ). 

G.    FONTEXK. 

2116  (1909,  56).  —  Soient  A,,  A,,  ...  des  points  fixes  dans 
l'espace,  et  OA,,  OA2.  ...  un  système  de  demi-droites  qu'on 
déplace  de  toutes  les  manières  possibles  autour  du  point  O 
sans  le  déformer.  Aux  points  A],  A2,  ...,  on  applique  des 
vecteurs  V],  V2,  ...  de  grandeurs  déterminées,  parallèle- 
ment aux  demi-droites  OA],  OAo,  ....  Déterminer  l'ordre  du 
complexe  formé  par  les  axes  centraux  des  systèmes  de  vecteurs 
ainsi  obtenus  (  '  ). 

Si  l'on  impose  la  condition  que  les  vecteurs  aient  une  résul- 
tante, le  complexe  est  remplacé  parla  congruence  des  droites 
qui  portent  les  résultantes;  déterminer  l'ordre  et  la  classe  de 
cette  congruence. 

Même  question,  si  l'on  impose  la  condition  que  le  système 
des  vecteurs  ait  un  moment  donné  par  rapport  à  un  axe 
parallèle  à  la  résultante  générale.  G.  Fo.ntené. 

2141  (1909,  5'27).  —  Suit  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

(  a  XV  ~-   bz  )  ^  (  fx  -^  g  V  )  \ 

77 '■ 7—   =  —  (P^  -=^  rj  y  =  z  --  ir); 

{bpq   -~  a  w  )  —  (  i,'p  -^  J  tj   \         ni 

la  transformation  de  Legendre  donne  une  équation  du  même 
type;  les  analogues  des  coefficients  a,  b.f,  g,  m  étaient  6,  a, 

<.  /•  2.. 


(')  M.  d  Ocagne  a  montré  que  dans  le  plan,  la  résultante  des 
vecteurs  V  passe  par  un  point  fixe.  Il  en  est  de  même  dans  l'espace 
pour  des  vecteurs  par.dlèles. 
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Les  équations  des  caractéristiques  sont 

(t'A  —  fy. 


0(r-    p.) 


m  h  -^  a  '  nib  -+-  a 

-, =  ? (=/): 


ce  sont  des  paraboles  ayant  leurs  axes  jjarallèles  à  O-s. 

Les    développahles    caractéristiques   ont    de    même    pour 

équations  tangentielles,  en  mettant  m  pour  —, 

m 

-,  =(/;-,.')(r/-P>  ;-         •         ■ 


p  —  y. 


b 

—  ( 


ce  sont  des  cylindres  paraboliques. 

En  supposant  a  et  6  non  nuls,  chaque  caractéris- 
tique   (  x,   3,  -i^  j   correspond  à  une  développable  (a',  p'.  v;  )  ; 

chaque  élément  ponctuel  (a,  [3,  y>  S;  ^  )  correspond  à  un  élément 
tangentiel  fa',  j3',  y',  o',  t')  d'après  le'*  relations 

'L  —  ^L  '^'  _  /'  _  ''    _  ^   _   ï 

0    ""  Y  '  [i   ^   a    ~  ■  inl~  Y  ~  o' 

Si  a  est  nul,  l'équation  aux  dérivées  partielles  donnée  par 
la  transformation  de  Legendre  est  linéaire  ;  les  cylindres  para- 
boliques dépendent  seulement  de  deux  paramètres,  leurs  équa- 
tions tangentielles  étant 

;  ^  /  r    -  ^ 

b  b  p'i  —  nn\' 

et   la  correspondance  entre  les  paraboles  et  les  cylindres  se 
traduit  par  les  deux  relations 

4-  =  — .  in{  y.-'  -f-  3o'  )  -4-  X'  =  o. 

G.  FONTENÉ. 
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